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МЕТОД ПРИСКОРЕНОЇ РЕАЛІЗАЦІЇ МОДУЛЬНИХ ОПЕРАЦІЙ 

У СПЕЦІАЛІЗОВАНИХ КОМП’ЮТЕРНИХ ЗАСОБАХ 

НА ОСНОВІ РЕВЕРСИВНОГО КІЛЬЦЕВОГО ЗСУВУ 
 

Анотація .  У статті розроблено та досліджено метод прискореного виконання базових модульних операцій у си-

стемі залишкових класів (СЗК), що базується на використанні непозиційних кодових структур. Наукова новизна 

роботи полягає у впровадженні принципу реверсивного (зворотного) кільцевого зсуву, який дозволяє адаптивно 

обирати мінімальну траєкторію перетворення станів кільцевого зсувного регістра. 

Доведено, що використання кільцевих регістрів забезпечує високий рівень апаратної надійності за рахунок спро-

щення логічного базису, а розроблений метод реверсивного зсуву додає до цього необхідну високу продуктив-

ність, створюючи базу для побудови відмовостійких систем реального часу. На відміну від існуючих підходів, за-

пропонований метод дозволяє скоротити тривалість циклу обробки інформації до 90% у випадках, коли значення 

операнда наближається до величини модуля. Доведено, що отриманий часовий ресурс може бути ефективно вико-

ристаний для проведення процедур самодіагностики та повторних обчислень, що безпосередньо підвищує рівень 

відмовостійкості та достовірності функціонування СКЗОІ. Визначено математичні умови вибору напрямку зсуву та 

представлено функціональну схему операційного пристрою. Результати дослідження є актуальними для проекту-

вання високопродуктивних систем управління безпілотними платформами, де критично важливим є поєднання 

швидкодії з надійністю обчислювального процесу. 

Ключові  слова :  система залишкових класів, непозиційна кодова структура, кільцевий регістр зсуву, реверсив-

ний зсув, висока продуктивність, швидкодія, апаратна надійність, спеціалізовані комп’ютерні засоби обробки ін-

формації.  
 

Вступ 

Сучасний стан розвитку спеціалізованих 

комп’ютерних засобів обробки інформації (СКЗОІ), 

зокрема для безпілотних платформ [1, 2] та систем 

критичної інфраструктури, вимагає безперервного 

пошуку нових архітектурних рішень для підвищен-

ня їхньої продуктивності та надійності. Широке 

впровадження СКЗОІ в усі сфери державного уп-

равління та військову справу практично усуває 

вплив людського фактора на процеси контролю та 

управління складними технічними об’єктами [3]. Це 

ставить функціонування систем у повну залежність 

від надійності, відмовостійкості та достовірності 

засобів обробки інформації. 

Широке впровадження СКЗОІ в усі сфери 

практично усуває вплив людського фактора на про-

цеси контролю та управління складними технічними 

об’єктами, що ставить процес управління в повну 

залежність від надійності та достовірності засобів 

обробки інформації, насамперед для БПЛА.  

Дана обставина обумовлює необхідність розро-

бки принципово нових методів підвищення відмово-

стійкості. 

Сучасна тенденція розвитку СКЗОІ спрямована 

на збільшення довжини машинного слова (зокрема 

використання 64-розрядних сіток у системах реаль-

ного часу), де недоліки позиційних систем виявля-

ються особливо гостро [4, 5].  

Одним із найбільш перспективних напрямків у 

цій галузі є використання непозиційних кодових 

структур системи залишкових класів (СЗК), що до-

зволяє реалізувати паралельну обробку даних на 

рівні окремих модулів без міжрозрядних зв’язків [6]. 

Застосування непозиційних кодових структур сис-

теми СЗК дозволяє суттєво підвищити ефективність 

засобів обробки цифрової інформації завдяки неза-

лежності залишків за обраною системою основ. 

Малорозрядність залишків у СЗК відкриває 

широкі можливості для вибору варіантів системоте-

хнічних рішень при реалізації базових операцій [7]. 

Аналіз наукових джерел дозволяє виокремити чоти-

ри основні принципи реалізації арифметичних опе-

рацій у модульних кодах: 

1. Суматорний принцип — на базі малорозряд-

них двійкових суматорів. 

2. Табличний принцип — на основі викорис-

тання ПЗП або матричних схем. 

3. Прямий логічний принцип — заснований на 

описі операцій системами перемикальних функцій 

(реалізується на ПЛІС або програмованих логічних 

матрицях). 

4. Принцип кільцевого зсуву — заснований на 

використанні кільцевих регістрів зсуву (КРЗ). 

Суматорний варіант реалізації модульних опе-

рацій має низку критичних недоліків: 

− складність синтезу та великий час перетво-

рення інформації для значних розрядних сіток; 

− неефективне використання двійкових еле-

ментів через надмірність щодо величини основ; 

− низька достовірність обчислень за рахунок 

виникнення помилок у процесі міжрозрядних пере-

носів. 

Головною перевагою табличного принципу є 

повна відсутність переносів між розрядами опера-

ційного пристрою (ОП), що кардинально відрізняє 

їх від традиційних позиційних систем числення 

(ПСЧ) [8]. У ПСЧ наявність міжрозрядних зв’язків 

обмежує швидкодію, ускладнює апаратуру та зни-

жує загальну надійність через можливість лавино-

подібного поширення помилок переносу. Однак для 

досить великої розрядної сітки СКЗОІ (для великих 
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за величиною модулів СЗК) при табличному прин-

ципі різко збільшується кількість обладнання ОП.  

У цьому контексті особливої актуальності на-

буває проміжний варіант реалізації арифметичних 

операцій у СЗК, заснований на застосуванні прин-

ципу кільцевого зсуву шляхом використання КРЗ. 

Використання матричних схем [9] у поєднанні з КРЗ 

дозволяє створювати пристрої з низьким енерго-

споживанням та підвищеними показниками надій-

ності.  

Проте традиційні методи кільцевого зсуву пот-

ребують значної кількості тактів при великих зна-

ченнях модуля.  

Розробка методу прискореної реалізації моду-

льних операцій на основі реверсивного кільцевого 

зсуву дозволить мінімізувати кількість кроків обро-

бки, забезпечуючи максимальну швидкість вико-

нання операцій додавання та віднімання при збере-

женні високого рівня відмовостійкості системи. 

Теоретичне обґрунтування та метод 

 реверсивного кільцевого зсуву 

В основі реалізації модульних операцій за до-

помогою кільцевих регістрів лежить відома теорема 

Келі, яка встановлює ізоморфізм між елементами 

скінченної абелевої групи та елементами групи під-

становок.  

Нехай G – циклічна група (порядок якої дорів-

нює m) з елементами $g_0, 0 1 1, , , ,mg g g −  де 0g  – 

нейтральний елемент.  

У цьому випадку матриця додавання порядку m 

задається таблицею Келі (табл. 1). 

 
Таблиця 1 – Таблиця Келі для довільного модуля m 

i  
ia  

0 1 2  1im −  

0 0 1 2  1im −  

1 1 2 3  0 

2 2 3 4  1 

      

1im −  1im −  0 1  2im −  

 

Перший операнд ia  вказує на номер розряду 

КРЗ, що визначає результат модульної операції, а 

другий операнд i  — на необхідну кількість тактів 

зсуву вмісту розрядів регістра.  

Очевидно, що застосування принципу кільце-

вого зсуву суттєво підвищує достовірність вико-

нання арифметичної операції модульного додаван-

ня завдяки усуненню помилок, які могли б виник-

нути як у процесі формування результату, так і 

внаслідок поширення міжрозрядних переносів, че-

рез їхню повну відсутність (аналогічно табличному 

принципу). 

Слідством теореми Келі є висновок про те, що 

відображення групи G на групу всіх цілих чисел є 

гомоморфним. Це дозволяє розглядати циклічний 

зсув вмісту КРЗ як відображення деякої множини M 

у себе: 

: .f M M→  

Для скінченних множин класи відображень 

(ін’єкція, бієкція, сюр’єкція) збігаються. Якщо опе-

рувати не елементами множини, а їх номерами, то 

зсув вмісту КРЗ представляється як бієкція множини 

на себе у вигляді перестановки: 

0 1 2 1
.

1 2 3 0

m


 − 
=  

 
 

Будь-яка модульна  

( )modA B m   

може бути інтерпретована як степінь z такого перет-

ворення. При цьому перший операнд A вказує на 

номер початкового розряду КРЗ, а другий операнд B 

визначає необхідну кількість тактів зсуву вмісту 

регістрів. 

Операція додавання в R множині СЗК, поро-

джених ідеалом J, утворює кільце СЗК /R J . Його 

можна представити у вигляді / ,iz m  де z – множина 

цілих чисел 0,  1,  2,    , а im  – основа СЗК. Як-

що основа im  є простим числом, то таке кільце є 

полем ( )iGF m . Дана обставина обумовлює можли-

вість реалізації арифметичної операції додавання в 

модульній арифметиці без міжрозрядних переносів 

шляхом використання принципу кільцевого зсуву за 

допомогою КРЗ. 

На рис. 1 представлена вихідна інформаційна 

структура вмісту КРЗ для методу прямого зсуву. 

 

1 2 3 1im −...

1 2 3 1im −

- +

...

0

0

 
Рис. 1. Вихідна інформаційна структура вмісту КРЗ 

для методу прямого зсуву 
 

Розглянемо приклад, де 5.m =  У цьому випад-

ку таблиця значень модульної ( )modA B m+  для 

кільця СЗК подається у вигляді числових даних, 

наприклад, першого рядка (стовпця) таблиці Келі 

(табл. 1), а на рис. 1 знаком «+» позначено додатний 

(проти годинникової стрілки) напрямок зсуву вмісту 

розрядів КРЗ. 

Залежно від форми представлення вмісту роз-

рядів КРЗ, виокремлюємо два методи технічної реа-

лізації пристрою: 

1. Метод двійкового позиційно-залишкового 

кодування: вміст КРЗ представляється у стандарт-

ному двійковому коді, що мінімізує кількість ліній 

зв’язку. 

2. Метод унітарного позиційного кодування: 

кожному значенню залишку відповідає окремий 

розряд регістра, що забезпечує максимальну швид-

кодію та простоту дешифрації результату. 
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Метод реверсивного кільцевого зсуву 

для реалізації модульних операцій 

У СЗК операнд A представляється набором за-

лишків  ia  від розподілу його за набір простих 

(загалом взаємно попарно простих) чисел 

  ,  1, ,im i n=  що становить поле Галуа і є прямою 

сумою своїх підполів, тобто цей набір залишків мо-

жна ототожнити безпосередньо із сумою n-полів 

Галуа 
1

( )
n

i

i

GF m
=

 [10]. 

Під ступенем перетворення z – показника опе-

ратору кільцевого зсуву (ПОКЗ) в даній статті розу-

міємо добуток ,z  тобто 0 0 0   ,

z

    де 0 =  – 

перетворення, яке всі елементи множини  ia (вміст 

розрядів КРЗ) залишає на вихідному місці.  

Оскільки зсув вмісту КРЗ можна здійснювати 

як у додатному, так і у від’ємному напрямках, то для 

довільних перестановок (або циклічних зсувів) по-

няття степеня z можна узагальнити на випадок цілих 

від’ємних чисел ,z −  тобто  

( )
1

1 1 1   .z

z

   
−

− − − =  

Зазначимо, що для кожної перестановки 

( )S M   (M – скінченна множина) знайдеться таке 

натуральне S, що .S =   

Вочевидь, що у разі використання принципу 

кільцевого зсуву ,im =  де im – порядок переста-

новки .   

Ступені циклічної перестановки ( )0 1 1   nP P P −  

вихідного вмісту КРЗ (при двійковому поданні 

об’єктів) 

 ( )2log 1 1
im iP m= − +     

можна визначити за формулами: 

( ) ( )

( ) ( )

( )

0 1 1 1 1 0 1

0 1 1 1 0 1 1

0 1 1

;

;

.
i

i

z

n z z n z

z

n n z n z n z

m

m

P P P P P P P P

P P P P P P P P

P P P 

− + − −

−

− − − + − −

−

 =



=

 =


 (1) 

Зазначені властивості структури поля ( )iGF m  

вирахувань свідчать про те, що будь-яка модульна 

операція додавання або віднімання може бути інте-

рпретована як циклічна перестановка елементів 

множини M.  

В апаратному аспекті це дозволяє реалізувати 

обчислювальний процес за допомогою кільцевих 

регістрів зсуву, де результат операції визначається 

кількістю тактів зсуву, що відповідає значенню опе-

ранда. 

Однак традиційна реалізація передбачає рух 

вмісту регістра лише в одному (прямому) напрямку. 

Це призводить до того, що для великих значень опе-

ранда A, який наближається до значення модуля ,im  

кількість тактів обробки стає ( 1),it m→ −  що суттє-

во обмежує швидкодію спеціалізованих комп’ютер-

них засобів обробки інформації.  

Враховуючи симетрію циклічної групи та мож-

ливість узагальнення степеня перетворення на випа-

док від’ємних чисел, доцільно впровадити принцип 

реверсивного (зворотного) кільцевого зсуву.  

Наукова ідея методу полягає в тому, що для 

будь-якого елемента поля існує два шляхи досяг-

нення цільового стану регістра: 

1. Прямий шлях — через виконання k кроків 

зсуву. 

2. Реверсивний шлях — через виконання im k−  

кроків у протилежному напрямку. 

Один з способів підвищення швидкодії вико-

нання операції модульного додавання (віднімання) є 

метод реверсивного шляху, заснований на властиво-

сті наступної тотожності: 

( ) ( ) mod  ,i i i i i ia a m b m+ = − −                 (2) 

тобто зсув вмісту кільцевих регістрів зсуву можна 

здійснити як у позитивну, так і в негативну сторону 

(для рис. 2, де операції модульного додавання ПОКЗ 

подаються у вигляді: 

( )

( ) ( )

,  если 0 1 2;

,  если 1 2 1,

i i

i i i i i

m
z

m m m

 

 

+   −
= 

− − +   −

    (3) 

а для операції модульного віднімання ПОКЗ пода-

ється у вигляді: 

( )

( ) ( )

,  если 0 1 2;

,  если 1 2 1.

i i

i i i i i
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Рис. 2. Функциональна схема операційного пристрою СКЗОІ в СЗК 
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Для реалізації операцій додавання (віднімання) 

( )modi i ia b m  вибір кількості тактів N та напрямку 

зсуву D здійснюється за наступним: 

, якщо  (прямий зсув)
2

.

, якщо  (реверсивний зсув)
2

m
A A

N
m

m A A




= 
 − 


  (5) 

Таким чином, для мінімізації часових витрат 

необхідно здійснювати адаптивний вибір напрямку 

зсуву на основі порівняння величини операнда з 

половиною значення модуля.  

Це дозволяє обмежити максимальну кількість 

тактів обробки значенням ,
2

m
 що в середньому 

вдвічі прискорює виконання модульних операцій, а 

у випадках, коли операнд близький до модуля — 

забезпечує прискорення до 90%. 

Висновки 

У роботі запропоновано та науково обґрунто-

вано метод прискореної реалізації модульних опе-

рацій у спеціалізованих комп’ютерних засобах об-

робки інформації, що базується на використанні 

непозиційних кодових структур системи залишко-

вих класів. 

Встановлено, що використання реверсивного 

(зворотного) кільцевого зсуву дозволяє подолати 

головний недолік традиційних пристроїв на основі 

кільцевих регістрів зсуву – лінійну залежність часу 

виконання операції від величини операнда.  

Завдяки адаптивному вибору найкоротшої тра-

єкторії зсуву (прямої або реверсивної) вдалося об-

межити максимальну кількість тактів обробки зна-

ченням .
2

m
 

Доведено, що впровадження запропонованого 

методу дозволяє скоротити тривалість циклу вико-

нання модульних операцій додавання та віднімання 

в середньому у два рази, а для операндів, величини 

яких наближаються до значення модуля — до 90%. 

Використання кільцевих регістрів забезпечує висо-

кий рівень апаратної надійності за рахунок спро-

щення логічного базису, а розроблений метод додає 

до цього необхідну високу продуктивність, створю-

ючи базу для побудови відмовостійких систем реа-

льного часу. 

Запропонована функціональна схема Запропо-

нована функціональна схема операційного пристрою 

спеціалізованих комп’ютерних засобів обробки  

інформації забезпечує високу швидкість обробки 

даних при збереженні ключових переваг систем за-

лишкових класів: відсутності міжрозрядних зв’язків 

та високої відмовостійкості обчислювального про-

цесу.  

Отриманий часовий ресурс може бути викорис-

таний для проведення процедур самодіагностики та 

контрольних обчислень, що є критично важливим 

для систем, які працюють у реальному часі. 

Використання запропонованого підходу дозво-

ляє суттєво підвищити достовірність визначення 

результату за рахунок повного усунення міжрозряд-

них переносів (аналогічно табличному принципу), 

але при значно менших апаратних витратах для ве-

ликих модулів. 

Практична значущість результатів полягає у 

можливості створення енергоефективних обчислю-

вальних модулів для бортових систем безпілотних 

літальних апаратів (БПЛА) та автономних роботизо-

ваних платформ.  

Оскільки метод базується на використанні про-

стих кільцевих регістрів, він є ідеальним для реалі-

зації на сучасній елементній базі (ПЛІС/FPGA), за-

безпечуючи баланс між мінімальними витратами 

апаратних ресурсів та максимальною продуктивніс-

тю. 

Подальші дослідження будуть спрямовані на: 

1. Розширення принципу реверсивного зсуву на 

операції модульного множення з використанням 

табличних методів та логарифмічних перетворень у 

СЗК. 

2. Розробку алгоритмів автоматичного контро-

лю та виправлення помилок у структурі кільцевих 

регістрів зсуву безпосередньо під час виконання 

зсуву, що дозволить ще більше підвищити надій-

ність функціонування критичних інформаційних 

систем. 

3. Інтеграцію розроблених пристроїв у склад 

складних ієрархічних систем управління для забез-

печення національної цифрової резильєнтності. 
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Method of accelerated implementation of modular operations in specialized computer tools  

based on reverse cyclic shift 

Alina Yanko, Kruk Oleg 

Abstract .  The article develops and scientifically substantiates a method for the accelerated execution of basic modu-

lar operations (addition and subtraction) in the Residue Number System (RNS), based on the use of non-positional code struc-

tures. The relevance of the study is driven by the need to increase the performance of specialized computer information pro-

cessing tools (SCIPT) under conditions of intensive data bit-depth growth and increasing reliability requirements for control 

systems of unmanned aerial vehicles and robotic platforms. The scientific novelty of the work lies in the implementation of 

the reverse (backward) cyclic shift principle, which allows for the adaptive selection of the minimum transformation trajecto-

ry of the cyclic shift register (CSR) states. It has been established that the traditional implementation of modular operations 

based on the cyclic shift principle is characterized by a linear dependence of the computation time on the operand value, lead-

ing to significant delays at large modulus values. The proposed method negates this drawback by analyzing the input operand 

and comparing it with half the modulus value. If the operand value exceeds half the modulus, the system automatically initi-

ates a shift in the opposite (reverse) direction, which significantly reduces the number of processing cycles required.  It is 

mathematically proven that the maximum number of shift steps in such an approach does not exceed $\lfloor m/2 \rfloor$, 

where $m$ is the base of the residue number system. This allows for reducing the duration of the computational cycle by an 

average of two times, and in boundary cases where the operand approaches the modulus value — by up to 90%. It is proven 

that the use of cyclic registers ensures a high level of hardware reliability due to the simplification of the logical basis and the 

complete absence of complex inter-bit carry chains inherent in positional number systems. Special attention in the article is 

paid to the issue of fault tolerance. It is shown that the time resource freed up as a result of the calculation acceleration can be 

effectively used for background self-diagnosis procedures of the hardware and for performing repeated (control) calculations. 

This directly increases the reliability level of the SCIPT functioning without involving additional hardware costs. A function-

al diagram of the operating device based on a CSR with a controlled shift direction has been developed, creating a basis for 

building fault-tolerant real-time systems. The results obtained are a fundamental basis for the further design of energy-

efficient computing modules, where the combination of maximum performance with the reliability of information processing 

in a non-positional code basis is critically important. 

Key words:  residue number system, non-positional code structure, cyclic shift register, reverse shift, high performance, 

operating speed, hardware reliability, specialized computer information processing tools. 
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