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Введение 
Работа является логическим продолжением 

статей [1, 2]. В [1] доказана теорема о существова-
нии и единственности стандартной формы алгебры 
понятий. В [2] доказана теорема об изоморфизме 
алгебр понятий одинаковой размерности. Обе эти 
теоремы вместе позволяют утверждать, что алгебра 
понятий каждой размерности существует и единст-
венна с точностью до изоморфизма. Рассмотрены 
некоторые возможные интерпретации алгебры по-
нятий - алгебры множеств, двоичных наборов, од-
номестных и многоместных предикатов первого 
порядка, булевых функций. В настоящей статье 
рассмотрены числовые интерпретации алгебры 
понятий - алгебры чисел разного порядка. 

1. n-мерная алгебра чисел 
Рассмотрим числовую интерпретацию алгебры 

понятий, которую получаем, заменяя элементы ка-
нонической алгебры понятий их номерами. В табл. 1 
представлены в виде примера операции дизъюнкции 
понятий (в данной интерпретации – натуральных 
чисел) при n 1,2,3 . 

Таблица 1 
Пример операции дизъюнкции понятий 

  у         
  0 1 2 3 4 5 6 7 
х  0 0 1 2 3 4 5 6 7 
 1 1 1 3 3 5 5 7 7 
 2 2 3 2 3 6 7 6 7 
 3 3 3 3 3 7 7 7 7 
 4 4 5 6 7 4 5 6 7 
 5 5 5 7 7 5 5 7 7 
 6 6 7 6 6 6 7 6 7 
 7 7 7 7 7 7 7 7 7 

 
Можно считать, что табл. 1 задает некоторые 

функции 2-, 4-, и 8-значной логики [3]. При n = 1 
приходим к такой алгебре чисел, для которой дизъ-
юнкция понятий - это дизъюнкция двузначной логи-
ки. Однако при любом n  1 дизъюнкция понятий в 
алгебре чисел не совпадает с дизъюнкцией 2n-
значной логики x y max(x, y),   поскольку в ал-

гебре чисел любой размерности n 1 1 2 3  , а в 
n2 -значной логике 1 2 2  . Отличие семейства 

всех алгебр чисел от семейства всех многозначных 
логик с операцией дизъюнкции состоит в том, что 
алгебры чисел могут быть заданы лишь на множест-
вах, состоящих из 2n элементов. Многозначные же 
логики могут быть заданы на множестве с любым 
числом элементов k. 

Опишем на языке алгебры конечных предика-
тов (АКП) в форме неявного задания [4] дизъюнк-
цию понятий для n -мерной алгебры чисел. С этой 
целью введем предикат 

 0 0 0
0P (x, y,z) x y z  (1) 

и предикат kP (x, y,z) , соответствующий отноше-

нию 
k

x y z  . Символом 
k
  обозначена дизъюнк-

ция понятий в алгебре чисел размерности  
(k = 1,2,...). Предикат k 1P (x, y,z)  соответствует 

отношению 
k 1

x y z

  . Символ 

k 1
  обозначает 

дизъюнкцию понятий в алгебре чисел размерности 
k+1 Аргументы kP (x, y,z)  предиката kP (x, y,z)  за-
даны на множестве {0,1,..., 2k – 1}. Предикат Pk+1 
можно выразить через предикат Pk с помощью сле-
дующей зависимости: 

k k
k 1 k k

k k k k k
k k

P (x, y,z) P (x, y,z) P (x, y 2 ,z 2 )

P (x 2 , y,z 2 ) P (x 2 , y 2 ,z 2 ).
     

      
 (2) 

Первое слагаемое, стоящее в правой части ра-

венства (2), задает значения операции 
k 1

z x y


  , 
содержащиеся в левой верхней четверти ее таблицы. 
Второе слагаемое задает правую верхнюю четверть 
таблицы. Появление разностей ky 2  и kz 2  на 
месте второго и третьего аргументов предиката Pk 
обусловлено тем, что все значения переменных y  и 
z , связанные с ячейками правой верхней четверти 
таблицы, возрастают на величину 2k по сравнению 
со значениями тех же переменных для соответст-
вующих ячеек левой верхней четверти таблицы. 
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Третье слагаемое задает значения дизъюнкции по-
нятий для левой нижней четверти таблицы, а чет-
вертое – для правой нижней. Появление разностей 
на месте аргументов предиката Pk в этих слагаемых 
обусловлено ростом значений соответствующих 
переменных на величину 2k по сравнению с их зна-
чениями для левой верхней четверти таблицы. Не-
явное задание дизъюнкции понятий для n-мерной 
алгебры чисел получаем, выражая по формуле (2) 
предикат Pn через предикат n 1P  , предикат n 1P   – 
через предикат k 2P   и т.д., пока не дойдем до пре-
диката P0, который выражаем по формуле (1). 

В качестве примера найдем формулы, задаю-
щие в неявном виде дизъюнкцию понятий для 1- и 
2-мерной алгебр чисел. Принимая k = 0, по форму-
лам (2) и (1) находим: 

0 0
1 0 0

0 0 0 0 0
0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0

0 0 0

P (x, y,z) P (x, y,z) P (x, y 2 ,z 2 )

P (x 2 , y,z 2 ) P (x 2 , y 2 ,z 2 )

x y z x (y 1) (z 1) (x 1) y (z 1)

(x 1) (y 1) (z 1) .

    

       

       

   

 

В АКП при любых натуральных значениях 
x,a,b  имеет место следующее равенство: 

 b a b(x a) x   . (3) 

Действительно, если b(x a) 1  , то x a b  , 

x a b  , a bx 1  ; если же b(x a) 0  , то 

x a b  , x a b  , a bx 1  . Из (3) получаем 
окончательное выражение, задающее в неявном виде 
дизъюнкцию понятий для 1-мерной алгебры чисел: 

0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1
1P (x, y,z) x y z x y z x y z x y z .     
Используя эту формулу для предиката 1P , с 

помощью (2) и (3) находим неявное задание дизъ-
юнкции понятий для 2-мерной алгебры чисел: 

1 1
2 1 1

1 1 1 1 1
1 1

0 0 0 0 1 1 1 0 1 1 1 1

0 0 0 0 1 1

1 1 1 0 1 1

1 0 1 1 1 1

P (x, y,z) P (x, y,z) P (x, y 2 ,z 2 )

P (x 2 , y,z 2 ) P (x 2 , y 2 ,z 2 )

x y z x y z x y z x y z

x (y 2) (z 2) x (y 2) (z 2)

x (y 2) (z 2) (x 2) y (z 2)

(x 2) y (z 2) (x 2) y (z 2)

(x 2)

    

       

    

      

      

      

  0 0 0 0

1 1 1 0 1

1 1 1 1 0 0 0

0 1 1 1 0 1 1 1 1 0 2 2

0 3 3 1 2 3 1 3 3 2 0 2

2 1 3 3 0 3 3 1 3 2 2 2

2 3 3 3 2 3 3 3 3

(y 2) (z 2) (x 2)

(y 2) (z 2) (x 2) (y 2) (z 2)

(x 2) (y 2) (y 2) (z 2) x y z

x y z x y z x y z x y z

x y z x y z x y z x y z

x y z x y z x y z x y z

x y z x y z x y z .

    

       

        

    

    

    

  

 

2. 0-мерная алгебра чисел 
При математическом описании дизъюнкции 

понятий в алгебре чисел был введен никак не ин-
терпретируемый предикат 0P . Все остальные пре-
дикаты Pk ( k =1,2,...). были проинтерпретированы 
как дизъюнкция понятий в алгебре чисел размерно-
сти k. Было бы естественно рассматривать предикат 
P0 в одном ряду с остальными предикатами 1 2P ,P ,...  
и интерпретировать его как дизъюнкцию понятий в 
алгебре чисел нулевой размерности. Это требует 
определения алгебры понятий нулевой размерности. 
Оно получено из определения алгебры понятий раз-
мерности n=1,2,... подстановкой вместо символа n 
числа 0. 

Любую алгебраическую систему P0, которая 
состоит из множества S0, содержащего 20 = 1 эле-
мент, отношения равенства x y  и операции 
x y  ( 0x, y, x y S  ), назовем алгеброй понятий 
нулевой размерности, если для нее выполняются 
следующие условия: 

1) 0x S   x x x  ; 
2) 0x, y S x y y x     ; 
3) 0x, y,z S (x y) z x (y z)       ; 
4) в множестве 0S  содержится элемент 0 такой, 

что для любого 0x S  0 x x  ; 
5) Из элемента 0 можно получить с помощью 

операции   любой элемент множества S0. 
Приведенная формулировка определения ал-

гебры понятий нулевой размерности допускает су-
щественное упрощение. В самом деле, на множестве 
{0} можно определить лишь двуместную операцию. 
Она характеризуется равенством 0  0=0. Только эта 
операция может быть принята в роли дизъюнкции 
понятий алгебры L0. Эта операция обладает свойст-
вами идемпотентности ( x  x =0 0=0= x ), комму-
тативности ( x  у =0 0= у  x ), ассоциативности 
(( x  у ) z =(0 0) 0=0 0=0 (0 0)= x  ( у 
z )) и нуля (0 x =0 0=0 x ). Поэтому требова-
ния 1) - 4) нет необходимости включать в определе-
ние алгебры понятий нулевой размерности. Требо-
вание 5) также вытекает из только что полученного 
прямого определения дизъюнкции понятий, соглас-
но которому 0=0 0. Таким образом, алгебру поня-
тий нулевой размерности можно определить просто 
как любое одноэлементное множество с заданными 
на нем отношениями равенства и бинарной операци-
ей. Ясно, что такая алгебра существует. Для построе-
ния формул алгебры L0 используется единственный 
образующий символ 0, базисные символы в алгебре 
понятий нулевой размерности отсутствуют. Очевид-
но, что все алгебры понятий нулевой размерности 
изоморфны друг другу. Таким образом, алгебра L0 
единственна (с точностью до изоморфизма). 
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3. 1-мерная алгебра чисел 
Отметим, что формулировку общего опреде-

ления алгебры понятий можно упростить и для од-
номерного случая, однако это не удается сделать 
столь радикально, как при n = 0. Любая двуместная 
операция, заданная на двухэлементном множестве 
S1 = {0, 1}, полностью определяется аксиомами 
идемпотентности, коммутативности и нуля. Дейст-
вительно, по аксиоме нуля находим 0 0=0, 0 1=1. 
Из аксиомы коммутативности следует 1  0=0 1=1. 
Аксиома же идемпотентности дает 1 1=1. Мы при-
шли к операции дизъюнкции двоичных знаков, ко-
торая как известно, ассоциативна. Аксиома одно-
мерности, очевидно, также выполняется. Таким об-
разом, при n =1 аксиомы ассоциативности и одно-
мерности логически выводимы из остальных акси-
ом, фигурирующих в определении понятия алгебры 
понятий произвольной размерности. Следовательно, 
эти две аксиомы можно исключить из определения 
одномерной алгебры понятий. Мы приходим к сле-
дующему определению. Одномерной алгеброй по-
нятий называем любую алгебраическую систему, 
состоящую из двухэлементного множества 1S , от-
ношения равенства x y  и операции x y  
( 1x, y,x y S  ), если для нее при любом 1x S  
x х х  , 0 х х   и при любых 1x, y S  
x y у х.    

Оказывается, что аксиомы идемпотентности, 
коммутативности и нуля, фигурирующие в только 
что сформулированном определении, логически не 
зависят друг от друга. Докажем это. Принимаем 

1S ={0, 1}. Определим дизъюнкцию понятий как 
неравнозначность двоичных знаков x y х у   . 
Такая операция не удовлетворяет аксиоме идемпо-
тентности (1 1=0), но подчиняется аксиоме ком-
мутативности ( х у у х   ) и аксиоме нуля 
( 0 х х  ). Далее, определяя дизъюнкцию поня-
тий как функцию x y у  , видим, что она неком-
мутативна (0 1=1, 1 0=0), но идемпотентна 
( x х х  ) и удовлетворяет аксиоме нуля 
( 0 y у  ). Наконец, принимая в роли дизъюнкции 
понятий конънкцию двоичных знаков x y ху  , 
находим, что она идемпотентна ( xх х ) и комму-
тативна ( ху ух ), но не подчиняется аксиоме нуля 
( 0 1 0  ). Итак, мы доказали независимость аксиом 
идемпотентности, коммутативности и нуля друг от 
друга. Поэтому ни одна из этих аксиом не может 
быть исключена из приведенного выше определения 
одномерной алгебры понятий. 

В двумерном случае ни одну из пяти аксиом 
невозможно исключить из определения алгебры 
понятий. Нельзя обойтись в определении двумерной 
алгебры понятий и без требования четырехэлемент-

ности множества 2S . Докажем это. Для доказатель-
ства независимости аксиомы ассоциативности опре-
делим операцию дизъюнкции понятий табл. 2. Для 
нее аксиома ассоциативности не выполняется, по-
скольку (1 2) 2=3 2=0, но 1 (2 2)=1 2=3. 
Вместе с тем, аксиомы идемпотентности, коммута-
тивности и нуля, как явствует из табл. 2, выполня-
ются. 

Таблица 2 
Операция x y  

 у     
х  0 1 2 3 
0 0 1 2 3 
1 1 1 3 0 
2 2 3 2 0 
3 3 0 0 3 

 

Выберем в качестве базисных понятий элемен-
ты 1 и 2. Так как 1 2=3, то аксиома двухмерности 
выполняется. Множество 2S  четырехэлементно. 
Итак, аксиома ассоциативности невыводима из ос-
тальных свойств двумерной алгебры понятий. 

Для доказательства независимости аксиомы 
двумерности принимаем в роли дизъюнкции поня-
тий дизъюнкцию четырехзначной логики 
x y max(x, y)  . Как известно, она коммутативна, 
ассоциативна и идемпотентна. Для нее выполняется и 
аксиома нуля. Множество 2S  четырехэлементно. 
Однако, аксиома двумерности не выполняется. Это 
обусловлено тем фактором, что в каждой дизъюнк-
ции четырехзначной логики a x y  , выражающей 
произвольно выбранный элемент 2a S , хотя бы 
одно из слагаемых x  или y  обязательно должно 
совпадать с элементом a . Например, элемент 3 мож-
но представить только следующими дизъюнкциями 
четырехзначной логики: 3=0 3=3 0=1 3=3 1= 
= 2 3=3 2=3 3. В каждой из этих дизъюнкций 
обязательно присутствует элемент 3. Таким образом, 
в данном случае существует единственный базис {1, 
2, 3}, число элементов которого не совпадает с чис-
лом 2, как того требует аксиома двухмерности. 

Четырехэлементность носителя 2S  двумерной 
алгебры понятий не вытекает из совокупности всех 
остальных свойств этой алгебры. Чтобы доказать 
это утверждение, определим операцию дизъюнкции 
понятий табл. 3. 

Таблица 3 
Переопределенная операция x y  

 y    
x  0 2 3 
0 0 2 3 
2 2 2 3 
3 3 3 3 

 

Нетрудно убедиться в том, что все пять аксиом в 
данном случае выполняются, однако число элемен-
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тов в множестве S2 не равно четырем. Независи-
мость аксиом идемпотентности, коммутативности и 
нуля непосредственно вытекает из их независимо-
сти в одномерной алгебре понятий. Итак, мы дока-
зали, что при n = 2 все шесть рассмотренных выше 
условий независимы друг от друга, и поэтому их 
число не может быть уменьшено в определении ал-
гебры понятий. Полученный результат распростра-
няется на любые алгебры понятий произвольной 
размерности n  2. Отметим, что формулировка ак-
сиомы n-мерности допускает некоторое упрощение, 
а именно, из нее можно исключить требование по-
парного различия образующих понятий 0, 

1 2 ne ,e ,...,e .  Дело в том, что, согласно теореме о 
стандартной форме, число всех понятий в множест-
ве Sn не может превысить величины 2t, где t – число 
всех различных ненулевых базисных понятий. Если 
бы некоторые из базисных понятий, фигурирующих 
в определении n -мерной алгебры понятий совпали 
друг с другом или с нулем, то оказалось бы, что 
t n . Но этот вывод противоречит требованию  
2t-элементности множества Sn. Таким образом, ус-
ловие попарного различия образующих понятий 
вытекает из совокупности всех остальных свойств, 
присутствующих в определении n-мерной алгебры 
понятий. С учетом сказанного аксиома n-мерности 
может быть записана в следующей более простой 
формулировке: «В множестве Sn содержатся такие 
элементы 1 2 ne ,e ,..., e , что из них и из элемента 0 
можно с помощью операции   получить любой 
элемент множества Sn». 

Опишем на языке АКП в форме неявного зада-
ния операцию k-значной дизъюнкции (k=1,2,...). С 
этой целью введем предикат kQ (x) , задающий об-
ласть определения k-значных переменных {0,..., k-1}. 
Предикат k 1Q   выражается через предикат kQ  сле-
дующим образом: 
 k 1 kQ (x) Q (x) x k    . (4) 

Полагаем, что 

 0
1Q (x) x . (5) 

Введем, кроме того, предикат kR (x, y,z) , соот-

ветствующий отношению 
k

x y z  . Символ 
k
  обо-

значает операцию k -значной дизъюнкции: 

k
x y z  . Предикат k 1R   выражается через преди-

кат kR (x, y,z)  следующим образом: 

 
k k

k 1 k k 1
k k

k 1

R (x, y,z) R (x, y,z)Q (x)y z

x Q (y)z .
 



 


 (6) 

Полагаем, что 

 0 0 0
1R (x, y,z) x y z . (7) 

Сравнение между собой формул (1) и (2), опи-
сывающих операцию понятий для алгебры чисел, с 
формулами (4)-(7), описывающими дизъюнкцию 
чисел для многозначной логики, показывает, что эти 
операции сильно отличаются друг от друга по сво-
ему строению. Это говорит о существенном отличии 
алгебры понятий от любой алгебры многозначной 
логики, в которой дизъюнкция используется в роли 
базисной операции. 

Вывод 
В работе изучены некоторые свойства алгебры 

понятий. С этой целью рассмотрены числовые ин-
терпретации алгебры понятий - алгебры чисел раз-
ного порядка. Проанализированы алгебры чисел 
нулевой, первой и n-й размерности. 
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