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СИСТЕМИ ПІДТРИМКИ ПРИЙНЯТТЯ РІШЕНЬ 
 

Анотація .  З точки зору дії, яку коливання чинять на рух поїзда, найбільш впливовим є процес проходження ру-

хомим складом криволінійної ділянки шляху. У статті розглядаються проблеми, пов'язані з динамічними процесами 

під час руху залізничного транспорту по криволінійним ділянкам шляху. Зокрема, аналізуються коливання виляння 

та бокового виносу, які мають значний вплив на безпеку руху, комфорт пасажирів та ступінь зношування механічних 

компонентів. В якості шляху пом'якшення проблеми коливань розглядається доповнення системи підтримки прийняття 

рішень новим програмним компонентом. У результаті аналізу сучасних наукових досліджень розроблено математичну 

модель руху дизель-поїзда, що враховує особливості проходження кривих ділянок шляху. Модель дозволяє провести 

аналіз динамічних характеристик та може бути застосована у якості програмного компоненту у системах підтримки 

прийняття рішень для бортових систем керування залізничного транспорту України. Визначено, що проходження кри-

волінійної ділянки шляху на високій швидкості значно впливає на безпеку подальшого руху. У зв’язку з цим виявлення 

критичної швидкості є актуальним завданням та становить напрямок подальших досліджень. 
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Вступ 

Постановка проблеми. Питання подальшого 

розвитку сучасної галузі вітчизняної залізниці 

щільно пов'язане з вирішенням наявних проблем, які 

пов'язані насамперед з експлуатацією залізничного 

транспорту: підвищення швидкості та безпеки руху, 

комфорту пасажирів, запобігання зношування заліз-

ничного шляху та компонентів рухомого складу. Од-

нією з перешкод, що виникають на шляху вирішення 

означених проблем є загальний незадовільний стан 

залізничного полотна та більшості рухомих складів, 

що призводить до виникнення надмірних коливань та 

вібрацій залізничного транспорту під час руху [1]. Ці 

динамічні процеси, в свою чергу, призводять до по-

дальшого погіршення стану рейок та рухомих компо-

нентів поїзда, значного обмеження швидкості рухо-

мого складу [2] та створюють загрозу виникнення не-

передбачуваних аварійних ситуацій.  

З точки зору дії, яку коливання чинять на рух по-

їзда, найбільш впливовим є процес проходження рухо-

мим складом криволінійної ділянки шляху [4]. Під час 

руху в кривих контакт колеса і рейки відбувається з 

ковзанням, що вже спричиняє зношування. Коливання 

виляння і бокового виносу, які є основними під час 

криволінійного руху, призводять до підвищених дина-

мічних навантажень у контакті «колесо-рейка», збіль-

шують ковзання і силу тертя, особливо на гребені ко-

леса і бічній поверхні рейки, що значно прискорює 

знос як колісних пар, так і рейкової колії, що веде до 

збільшення витрат на обслуговування і ремонт інфра-

структури [3]. Зокрема, динамічна нестійкість, яка 

проявляється у вигляді виляння, є одним з основних 

чинників, що обмежують максимальну швидкість 

руху поїздів [2]. Коливання також безпосередньо 

впливають на комфорт пасажирів. Зниження рівня ві-

брацій є важливим завданням під час експлуатації па-

сажирських поїздів [1]. Можливим шляхом пом'як-

шення негативного впливу коливань під час 

криволінійного руху поїзда є розробка програмного 

компонента для бортової системи підтримки прий-

няття рішень, який дозволить оптимізувати рух на 

кривих ділянках шляху. 

Аналіз останніх досліджень і публікацій. Кри-

волінійний рух поїзда активно досліджується сучас-

ними науковцями. Відзначається необхідність приді-

ляти особливу увагу кривим, де динаміка рухомого 

складу змінюється найінтенсивніше, що вимагає точ-

ного моделювання взаємодії відцентрових сил, сис-

тем підвішування і контакту колеса з рейкою [3]. До-

сліджується вплив вібрацій та коливань, що виника-

ють під час руху на криволінійній ділянці шляху, на 

подальший рух [4].Розглядається вплив зміни швид-

кості при русі в кривій на виникаючі в процесі коли-

вання [5, 6]. Проводяться дослідження перспектив 

підвищення загальної швидкості руху поїзда при по-

точному стані залізничного шляху [2, 6]. Підкреслю-

ється необхідність моделювання процесу руху для 

його оптимізації та зменшення впливу коливань на 

механічні компоненти рухомого складу [7, 8]. 

Взаємодія геометрії кривої, профілів коліс і 

рейок, характеристик підвішування і динамічних ко-

ливань створює складну нелінійну систему. Поведінка 

поїзда в кривій стає менш передбачуваною за наявно-

сті значних коливань. Неконтрольовані коливання, 

особливо на високих швидкостях або в кривих малого 

радіуса, можуть значно збільшити ризик сходження 

рухомого складу з рейок. Розуміння і передбачення 

цих явищ необхідні для розроблення заходів щодо за-

побігання аваріям. Таким чином, дослідження криво-

лінійного руху поїзда є важливим завданням у галузі 

залізничної техніки та експлуатації колії. 

Комплексна математична модель дизель-поїзда 

має враховувати не тільки  ті коливання, що виника-

ють на прямолінійних ділянках шляху , але й ті, що 

пов'язані з рухом у кривій. 

Метою статті є розробка математичної ї моделі 

руху дизель-поїзда, яка дозволить провести аналіз 
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руху поїзда на криволінійній ділянці шляху та будуть 

враховувати динамічні процеси, що виникають під 

час руху, такі як коливання виляння та бокового ви-

носу, для проведення подальших досліджень та вико-

ристання у системах підтримки прийняття рішень 

бортових систем керування на залізничному 

транспорті України. 

Основна частина 

Динамічні процеси, що відбуваються під час 

проходження екіпажом кривої ділянки колії, станов-

лять особливий інтерес, оскільки поряд із раніше ро-

зглянутими процесами додаються нові. Це випливає, 

перш за все, з конструкції колії в кривих ділянках. У 

кривих ділянках влаштовують піднесення зовнішньої 

рейки для компенсації відцентрових сил поперечної 

складової від ваги. Крім того, за нормами утримання 

в крутих кривих створюють розширення колії для 

проходження колісних пар без заклинювання. 

Традиційно для аналізу якості екіпажу розгляда-

ють стійкість на прямих ділянках і максимальні бічні 

сили в круговій кривій, отримані з умови сталого 

руху (вписування в криві). Для розгляду більш 

загального випадку динамічної поведінки екіпажу 

необхідно враховувати зміну траєкторії колії та 

умови взаємодії коліс і рейок у довільній кривій. 

Проведемо аналіз факторів, що впливають на 

проходження кривої ділянки колії. Кругова крива має 

ділянки сполучення з прямими на вході та виході за 

допомогою ділянок перехідних кривих. Зазвичай 

приймають лінійну залежність зміни кривизни і під-

несення зовнішньої рейки в перехідній кривій. 

Під час проходження кривої виникають значні 

поперечні та кутові переміщення візків щодо кузова. 

Сили і моменти, що повертають, а також сили тертя 

у зв'язках впливають на перерозподіл сил у системі 

підвішування. 

У кривих ділянках колії внаслідок значних пере-

міщень колісних пар у колії збільшуються швидкості 

ковзання коліс, що змінює умови взаємодії коліс із 

рейками (рис. 1). Дотичні сили взаємодії колеса і 

рейки в цьому випадку описуються на основі теорії 

нелінійного крипа. 

Для крутих кривих характерний рух із набіган-

ням коліс на рейки і виникненням напрямних сил на 

гребені. 
 

 

Рис. 1. Схема руху поїзда на кривій ділянці шляху 

 

Під час руху екіпажу в довільній кривій, що має 

миттєве значення кривизни 𝜌(𝑠), виникає поздовжнє 

і поперечне ковзання. Поперечне ковзання колеса ві-

дносно рейки визначається переносною швидкістю 𝑉 

і різницею відносних швидкостей колеса і рейки. Для 

малих коливань, виражаючи через узагальнені коор-

динати, отримаємо швидкість поперечного ковзання 

коліс 𝑗-ї колісної пари. 

 𝑢𝑌 = 𝜓 −
1

𝑉
(𝑦̇ + (−1)𝑗+1 ∗ 𝑎(𝜓̇ + 0.5𝜓)) + 

+(−1)𝑗+1 ∗ 𝑎 ∗ 𝜌(𝑠), 

де 𝜓 – кут повороту візка відносно вертикальної осі, 

рад; 𝑉 − швидкість руху, м/с; 𝑎 − напівбаза візка, м. 

Як видно з наведеної формули, для прийнятих 

припущень швидкості ковзання зовнішнього і внут-

рішнього колеса однієї колісної пари рівні між со-

бою. Для першої та другої колісної пари знак одного 

зі доданків змінюється на протилежний, що врахову-

ється множником (– 1)𝑗+1. Поздовжнє ковзання ви-

значається невідповідністю шляхів, що проходять ко-

лесами, які мають жорстку посадку на осі. 

𝑢𝑋 = 𝑟0
−1(𝑦 + (−1)𝑗+1 ∗ 𝜓 ∗ 𝑎) ∗ 𝛾 + 

+𝑏𝑠((1 𝑉⁄ ) ∗ 𝜓̇ − 𝜌(𝑠)), 

де 𝑟0 − номінальний радіус бандажа по колу катання, 

м; 𝑦 − поперечне переміщення центру мас візка, м; 

 𝛾 − показник конусності колісної пари, 𝑏𝑠 − поло-

вина відстані між колами катання, м; 𝜌(𝑠) − кривизна 

шляху. Як видно з наведених виразів, швидкість ков-

зання колеса рейкою залежить від узагальнених ко-

ординат, від зміни радіусу кола кочення і від кута на-

хилу твірної профілю колеса. Дотична сила тертя в 

точці контакту колеса і рейки визначається в рамках 

нелінійної теорії крипу 

𝐹 = 𝐾 √1 + 𝐾𝑠
2 (𝑢𝑋

2 + 𝑢𝑌
2)⁄ , 

де  𝐾 − коефіцієнт крипу, 𝐾𝑠 − відносний коефіцієнт 

крипу. Проекції сили тертя запишемо у вигляді: 

𝑋 = 𝑢𝑋 𝐹 ,       𝑌 = 𝑢𝑌 𝐹. 

Умови підключення гребеня до напрямку екі-

пажу запишемо у вигляді нелінійної функції попере-

чного переміщення колісної пари в колії. 
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𝑌𝑛 = 𝐶𝑟 ∗ (𝑦 +
1

2
 (|𝑦 − 𝜎(𝑠)| − |𝑦 + 𝜎(𝑠)|), 

де 𝐶𝑟 − жорсткість рейки, кН/м; 𝜎(𝑠) − зазор колії. 

Складемо рівняння коливань візка в кривій до-

вільного радіуса: 

{

𝑚𝑦̈ = 2(𝑌1 + 𝑌2) − 𝑌𝑛1 − 𝑌𝑛2 + (𝑚 + 𝑚𝐾) 𝐴𝑛;

𝐼𝑍𝜓̈ = 𝐶𝜑(𝑎𝑘 𝜌(𝑠) − 𝜓) − 𝐵 𝜓̇ + 2𝑏𝑠              

        (−𝑋1 − 𝑋2) + 2𝑎(𝑌1 − 𝑌2) + 𝑎(𝑌𝑛2 − 𝑌𝑛1).

 

Реалізація цієї математичної моделі дозволить 

провести низку експерементів та дослідити вплив 

швидкості руху поїзда під час проходження кривої на 

коливання. На рис. 2 та 3 наведено графіки зміни кута 

виляння та бокового виносу візка  вагона рухомого 

складу в процесі проходження ним кривої з радіусом 

R = 600 м на швидкості V ≈ 80 км/год при різних 

значеннях конусності колісної пари, де 𝛾 = 0,05 – 

стандартна конусність, 𝛾 =  0,02 – збільшена 

конусність 𝛾  =  0,08 – зменшена конусність 
 

 

Рис. 2. Графік кута виляння візка вагона 

рухомого складу при різних показниках конусності 
 

 

Рис. 3. Графік бокового виносу візка вагона 

рухомого складу при різних показниках конусності 
 

На зображених графіках помітно, що зміна зна-

чення конусності колісної пари на проходження 

криволінійної ділянки колії впливає незначною 

мірою, однак водночас амплітуда та частота коли-

вань, що виникають після проходження криволіній-

ної ділянки колії, помітно збільшуються в разі 

зменшення конусності. На рис. 4, 5 наведено графіки 

зміни кута виляння та бокового винесення візка 

вагона рухомого складу в процесі проходження ним 

криволінійної ділянки колії на трьох різних 

швидкостях руху. Зображені криві відображають 

показники кута виляння і бічного виносу візка при 

швидкостях 30, 60, 90 км/год відповідно. На графіку 

зміни кута виляння візка вагона поїзда (рис. 4) видно, 

що збільшення значення швидкості руху поїзда 

спрощує проходження криволінійної ділянки колії – 

амплітуда коливань на цій ділянці зменшується. 

 

Рис. 4. Графік кута виляння візка вагона 

рухомого складу при різних показниках швидкості 

 

 

Рис. 5. Графік бокового виносу візка вагона 

 рухомого складу при різних показниках швидкості 

 

Однак при цьому амплітуда коливань, що 

виникають після проходження криволінійної ділянки 

колії, збільшуються при збільшенні швидкості. 

Водночас на графіку зміни бічного відносу візка 

вагона поїзда (рис. 5) видно, що збільшення значення 

швидкості руху поїзда практично не впливає на 

складність проходження криволінійної ділянки колії, 

проте водночас амплітуда та частота коливань, що 

виникають після проходження криволінійної ділянки 

колії, так само збільшуються зі збільшенням 

швидкості. 

На рис. 6 наведено графіки зміни кута виляння 

та бокового виносу візка вагона рухомого складу в 

процесі проходження ним криволінійної ділянки 

шляху на швидкості 120 км/год. 

 
Рис. 6. Графік кута виляння та бокового виносу візка 

вагона рухомого складу при критичних 

показниках швидкості 

 

На рис. 6 можна помітити, що під час проход-

ження криволінійної ділянки колії на швидкості 

120 км/год, амплітуда коливань, що виникають після 
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проходження криволінійної ділянки колії, стає пос-

тійною. Така швидкість називається критичною і є 

вагомим чинником у питанні оптимального керу-

вання поїздом. Таким чином, проходження криволі-

нійної ділянки шляху на високій швидкості значно 

впливає на безпеку подальшого руху. У зв’язку з цим 

виявлення критичної швидкості є актуальним завдан-

ням та становить напрямок подальших досліджень. 

Висновки 

В роботі розглянуто причини та наслідки виник-

нення надмірних коливань та вібрацій, особливості 

та шкодливий вплив коливань, які виникають під час 

руху по криволінійній ділянці шляху. Наголошено на 

необхідності створення додаткового модулю для 

комплексної моделі поїзда, який дав би можливість 

проводити розрахунки пов'язані з рухом поїзда в 

повороті. Розроблена математична модель руху 

поїзда, яка дозволяє обчислення процесів виляння та 

бокового виносу під час криволінійного руху поїзда. 

Розроблена моделі можуть бути використані для 

проведення подальших досліджень та в якості 

програмних компонентів бортових ком'ютерних 

систем залізничного транспорту.
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Mathematical model of rolling stock oscillations on a curved track section 

 for an on-board decision support system 

Oleksandr Yevtushenko, Oleksandr Zakovorotnyi 

Abstract .  From the point of view of the effect that oscillations have on the train movement, the most influential is the 

process of passing a curved section of the track by the rolling stock. The article deals with the problems associated with dynamic 

processes during the movement of railway transport along curved sections of track. In particular, the paper analyses the wagging 

and lateral overrun oscillations, which have a significant impact on traffic safety, passenger comfort and the degree of wear of 

mechanical components. As a way to mitigate the problem of oscillations, the paper considers supplementing the decision support 

system with a new software component. As a result of the analysis of modern scientific research, a mathematical model of diesel 

train movement has been developed that takes into account the peculiarities of passing curved sections of the track. The model 

allows for the analysis of dynamic characteristics and can be used as a software component in decision support systems for on-

board control systems of railway transport in Ukraine. It has been determined that the passage of a curved section of track at high 

speed significantly affects the safety of further traffic. In this regard, the identification of the critical speed is an urgent task and is 

the direction of further research. 

Key words:  mathematical model, decision support system, on-board control systems, rolling stock, oscillatory process, 

curvilinear motion, wagging, side-swipe. 
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