
Control, Navigation and Communication Systems. 2025. No. 2 ISSN 2073-7394 

180 

УДК 004.9 doi: 10.26906/SUNZ.2025.2.180-184 
 

О. Є. Пономаренко, В. О. Горбачов 
 

Харківський національний університет радіоелектроніки, Харків, Україна 
 

МЕТОД ПОШУКУ ВУЗЬКИХ МІСЦЬ В СКЛАДНИХ МЕРЕЖАХ ДЛЯ ПІДВИ-

ЩЕННЯ ЕФЕКТИВНОСТІ ОБЧИСЛЮВАЛЬНИХ РЕСУРСІВ 
 

Анотація .  В складних мережах існує проблема пошуку вузьких місць. Існує багато сфер застосування задачі ви-

явлення вузьких місць, наприклад, алгоритми для виявлення спільнот, розуміння формування груп та зменшення 

перевантаження у транспортних мережах. Метою роботи є дослідження методу пошуку вузьких місць в складних 

мережах. Актуальність роботи полягає в тому, що пошук вузьких місць є масштабною задачею для складних ме-

реж. В роботі були вирішені наступні задачі: дослідження методів пошуку вузьких місць в мережі; здійснення по-

шуку вузьких місць в початковій та зменшеній мережі; вимірювання часу вирішення задачі; перевірка збереження 

розташування вузьких місць після зменшення мережі. В результаті роботи були досліджені методи пошуку вузьких 

місць в мережі; був здійснений пошук вузьких місць в початковій та зменшеній мережі; було здійснено вимірю-

вання часу вирішення задачі та була здійснена перевірка збереження розташування вузьких місць в зменшеній ме-

режі. Дослідження дозволяють зробити висновки: був здійснений пошук вузьких місць в початковій та зменшеній 

мережі, на розглянутих прикладах час пошуку вузьких місць зменшився, та розташування вузьких місць зберіглось 

в зменшеній мережі. Таким чином, в результаті зменшення мережі здійснюється підвищення ефективності обчис-

лювальних ресурсів. 
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Вступ 

Пошук вузьких місць є однією з масштабних 

обчислювальних проблем у складних мережах [1]. 

Аналіз вузьких місць в мережах є важливим завдан-

ням для багатьох сфер при плануванні та інженерії. 

Проблема пошуку вузьких місць у транспортних 

мережах часто виникає в реальних задачах, напри-

клад, у плануванні виробництва. Однією з цілей 

проектування виробничої системи є виявлення не-

доліків у схемі на ранній стадії планування. Важли-

вим фактором є виявлення та усунення вузьких 

місць [2]. 

Складні мережі характеризуються універсаль-

ністю для представлення майже будь-якої природної 

структури [3]. Висока розмірність мереж може ви-

кликати проблеми при їх моделюванні та аналізі. 

Для вирішення цих проблем існують методи змен-

шення мереж[4]. 

Таким чином, пошук вузьких місць в складних 

мережах є актуальною та важливою задачею. 

Дана робота присвячена методу пошуку вузь-

ких місць в складних мережах, здійсненню пошуку 

вузьких місць у початковій та зменшеній мережі, 

перевірці збереження розташування вузьких місць 

та порівнянню часу вирішення задачі. 

Аналіз літератури 

Багато систем структуровані у формі мереж, 

наприклад, великі комунікаційні системи, транспор-

тна інфраструктура, біологічні системи [5]. 

Візуалізація є корисним інструментом для ана-

лізу мереж, що дозволяє побачити важливі структу-

рні особливості мережі. Існують різноманітні ін-

струменти візуалізації, які допомагають структуру-

вати, та візуалізувати мережі [6]. Та візуалізація 

може бути корисною лише для мереж із кількома 

сотнями чи тисячами вершин та невеликою кількіс-

тю дуг. Якщо в мережі дуже багато вершин або дуг, 

то зображення мережі будуть надто складними для 

сприйняття, та ефективність візуалізації стає обме-

женою. В таких випадках потрібно використовувати 

інші методи для аналізу мереж [7]. 

Складні мережі мають певні топологічні харак-

теристики. Для аналізу та генерації складних мереж 

використовуються метрики, які здатні передати 

найбільш відповідні топологічні характеристики [3]. 

Складні мережі можуть мати дуже високу роз-

мірність, що може призвести до проблем при моде-

люванні, аналізі, а також проблем, пов’язаних з об-

меженими обчислювальними можливостями та єм-

ністю зберігання. Ці проблеми стимулюють розроб-

ку методів зменшення складності мереж [4]. 

Автори в роботі [4] надають огляд досягнень у 

зменшенні розмірності складних мережевих систем. 

Складність полягає у двох аспектах, а саме: велико-

масштабна топологія та підсистеми високої розмір-

ності, що призводить до двох типів проблем змен-

шення моделі мережі. Перша проблема полягає в 

тому, щоб спростити складну мережеву структуру 

шляхом зменшення кількості вузлів. Методи змен-

шення, засновані на кластеризації та агрегації, є ос-

новними для зменшення топологічної складності. 

Друга проблема полягає в тому, щоб зменшити роз-

мірність окремих підсистем у мережі. 

В роботі [8] автори пропонують метод для зме-

ншення розміру складної мережі зі збереженнями 

модульності, перевагою якого є покращення обчис-

лювальних витрат. 

У роботі [9] автори описують агрегацію мере-

жі, результатом якої є початкова мережа та мережа, 

яка була отримана в результаті агрегації. 

В роботі [10] автори пропонують алгоритм для 

зменшення розміру великих мереж масового обслу-

говування, метою якого є більш ефективне моделю-

вання мережі. У багатьох мережах масового обслу-

говування показники продуктивності представляють 

інтерес лише для невеликої кількості вузлів мережі, 
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а інші вузли представляють інтерес лише в тому, як 

вони впливають на показники продуктивності осно-

вних вузлів. Підхід полягає в тому, щоб розділити 

мережу масового обслуговування на дві підмережі: 

підмережу, яка містить основні вузли та підмережу, 

яка містить решту вузлів. 

Пошук вузьких місць є однією з великих про-

блем у складних мережах. Пошук та аналіз вузьких 

місць в мережах є важливим завданням для багатьох 

сфер, наприклад, алгоритми для виявлення спільнот, 

розуміння формування груп та зменшення переван-

таження у транспортних мережах [1]. 

Вузькі місця – це точки перевантаження систе-

ми, які сповільнюють весь ланцюг роботи. Необхід-

но усунути вузькі місця, щоб покращити продукти-

вність системи. Таким чином, ідентифікація та усу-

нення вузьких місць є важливою задачею [11]. 

У роботі [11] автори розглядають методи вияв-

лення вузьких місць. Метод вимірювання середньо-

го часу очікування виявляє пристрій з найдовшим 

часом очікування як вузьке місце. Метод вимірю-

вання середнього робочого навантаження виявляє 

пристрій з найбільшим використанням як вузьке 

місце. Метод вимірювання середньої тривалості 

активності виявляє пристрій з найдовшою серед-

ньою тривалістю активності як вузьке місце. Метод 

виявлення вузьких місць зміщення виявляє пристрій 

з найдовшим періодом активності як вузьке місце та 

ідентифікує його як вузьке місце змішення. 

Дослідження проблеми контролю переванта-

жень для мереж базуються на тому, що продуктив-

ність потоку визначається станом його дуги, що є 

вузьким місцем. Дуга, пропускна здатність якої ви-

користовується повністю, завжди є вузьким місцем 

принаймні одного потоку, що проходить через неї 

[12]. 

Автори у [13] описують мережі ланцюгів пос-

тавок як складні системи фірм та їхніх постачальни-

ків. Автори розглядають метрики на основі теорії 

мереж для виявлення вузьких місць у мережі. У тео-

рії графів існують метрики для визначення центра-

льності вузлів відповідно до їх положення у мережі, 

а саме: центральність за ступенем, центральність за 

посередництвом та центральність за близькістю. Ці 

метрики допомагають визначити відносну важли-

вість вузлів у мережі [13]. 

Автори у [14] розглядають приклад викорис-

тання центральності за посередництвом у телекому-

нікаційній мережі. Вузол із більш високим значен-

ням центральності за посередництвом має більше 

контролю, та через нього може передаватись більше 

інформації. Таким чином, можна знайти ті вузли, які 

мають найбільший вплив на мережу. Автори у [14] 

пропонують алгоритм на основі кластеризації для 

вирішення проблеми ідентифікації впливових вузлів 

у складних мережах за допомогою центральності за 

посередництвом. Автори обчислюють міру центра-

льності у підграфах, що скорочує час обчислення. 

Метою роботи є дослідження методу пошуку 

вузьких місць в складних мережах. В ході дослі-

дження вирішуються наступні завдання: досліджен-

ня методів пошуку вузьких місць в мережі, здійс-

нення пошуку вузьких місць в початковій та змен-

шеній мережі, вимірювання часу вирішення задачі, 

перевірка збереження розташування вузьких місць 

після зменшення мережі. 

Опис методу пошуку  

вузьких місць в мережі 

Визначення мережі. N = 〈L, F, V, C〉 є мере-

жею, якщо виконуються наступні умови [12]: 

– V – це множина, яка називається множиною 

вузлів {v1, v2,…, v|V|}, |V| = К; 

– L – це набір дуг у вигляді {l1, l2, …, l|L|}, 

L ⊆ V × V: якщо не вказано інше, дуги спрямовані, 

тобто (i, j) ≠ (j, i); 

– F – множина потоків у вигляді {f1, f2, …, f|F|}; 

– C – набір значень у вигляді {cl, ∀l ∈ L}, cl – 

пропускна здатність дуги l [12]. 

Кожен потік f проходить через підмножину дуг 

Lf ⊂ L, та кожна дуга l проходить через підмножину 

потоків Fl ⊂ F. Кожен потік f передає дані зі швидкі-

стю rf. Обмеження пропускної здатності має вико-

нуватися для всіх l ∈ L [12]: 

 . (1) 

U – це набір значень у вигляді {uj, ∀j ∈ V}, де 

uj – це поріг насичення вузла j, uj ∈ [0, 1]. Кожен 

потік f проходить через підмножину вузлів Vf ⊂ V, 

та кожен вузол j проходить через підмножину пото-

ків Fj ⊂ F. Якщо uf – це використанням вузла j для 

потоку f, то обмеження використання має виконува-

тися для всіх j ∈ V: 

 . (2) 

Визначення дуги як вузького місця. 

N = 〈L, F, V, C〉 є мережею, де кожен потік f ∈ F 

передає дані зі швидкістю rf. Дуга l є вузьким місцем 

потоку f якщо виконуються наступні умови [12]: 

– потік f перетинає дугу l; 

– ∂rf/∂cl ≠ 0, тобто швидкість передачі потоку f 

змінюється при невеликих зменшеннях пропускної 

здатності дуги l; 

– обмеження (1) не виконується. 

Визначення вузла як вузького місця. 

N = 〈L, F, V, C〉є мережею, де кожен потік f про-

ходить через підмножину вузлів Vf ⊂ V, та через 

кожен вузол j проходить підмножина потоків Fj ⊂ F. 

Вузол j є вузьким місцем потоку f якщо виконують-

ся наступні умови: 

– потік f перетинає вузол j; 

– ∂rf/∂uj ≠ 0, тобто швидкість передачі потоку f 

змінюється при невеликих зменшеннях використан-

ня вузла j; 

– обмеження (2) не виконується. 

Для розрахунку використання вузла можна ви-

користати закон використання [15]: 

 Uj= XjSj, (3) 

де Xj – пропускна здатність вузла j, Sj – середній час 

обслуговування запитів у вузлі j, Uj —використання 

вузла j, Xj, Sj, Uj – середні значення за період спо-

стереження T. 
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Рівняння з урахуванням балансу потоків [15]: 

 Ui= iSi. (4) 

Визначення критичного насичення вузла. 

Вузол j ∈ V, де V – це набір системних вузлів, є кри-

тично насиченим протягом періоду спостереження 

T, якщо його використання перевищує поріг наси-

чення uj для цього інтервалу T. 

Модель балансу потоків мережі. Проблема, яка 

розглядається, відноситься до оцінки параметрів 

продуктивності окремого вузла або всієї мережевої 

системи. Оцінка параметрів продуктивності полягає 

у зв’язуванні параметрів продуктивності з певними 

рівняннями. Для даного випадку це система рівнянь 

балансу потоків. 

Змінні та обмеження моделі збалансованого 

потоку. Частота маршрутизації qij у квадратній мат-

риці Q з елементом qij визначається як [15]: 

 , (5) 

де cij – це кількість разів, коли запит надходить на 

обслуговування до вузла j відразу після завершення 

обслуговування у вузлі i.  

Для будь-якого вузла i [15]: 

  (6) 

Закон балансу потоків запитів для вузла i. Для 

кожного вузла i Xi дорівнює загальній вхідній шви-

дкості до вузла i.  

Коли потік запитів збалансований, Xi є пропус-

кною здатністю вузла. Принцип балансу у вигляді 

рівняння [15]: 

  , (7) 

де Aj – кількість вхідних запитів протягом періоду 

спостереження T у вузлі j. 

Баланс потоку запитів дозволяє замінити C0j на 

A0j, та зважаючи на (5) [15]: 

  (8) 

Зважаючи на те, що Xi = Ci/T, рівняння балансу 

потоків запитів [15]: 

  (9) 

Підхід, який розглядається в статті, складається 

з трьох кроків: 

– розв’язання системи лінійних рівнянь балан-

су потоків (9) та отримання пропускної здатність 

вузла Xj; 

– обчислення коефіцієнту використання вузла 

Uj враховуючи (3). 

– знаходження підмножини вузлів, для яких 

коефіцієнт використання перевищує відповідний 

поріг насичення: 

 Ub  U, (10) 

де Ub є підмножиною вузлів, для яких значення ко-

ефіцієнту використання Uj перевищує відповідний 

поріг насичення uj. 

Загалом вибір вузла j у підмножину Ub можна 

описати виразом: 

 Ub = P(U1,…, Uk), (11) 

де символ P описує різні стратегії формування 

підмножини Ub. 

Пошук вузьких місць в початковій 

та зменшеній мережі 

У роботі [16] була представлена програмна 

платформа з використанням якої можна згенерувати 

мережу, здійснити агрегацію мережі, здійснити ста-

тистичну обробку даних та вирішити задачу про 

пошук максимального потоку. 

У цій роботі до програмної платформи дода-

ється модуль пошуку вузьких місць в мережі. Таким 

чином, програмна платформа складається з п’яти 

модулів: модуль генератора мережі, модуль агрега-

ції, модуль статистичної обробки даних, модуль 

пошуку максимального потоку та модуль пошуку 

вузьких місць в мережі. 

Структура програмної платформи представлена 

на рис 1. 

 

Рис. 1. Структура програмної платформи 
 

– В модулі генератора мережі створюється 

структура мережі з заданими параметрами; 

– в модулі агрегації здійснюється зменшення 

розмірності мережі; 

– в модулі пошуку максимального потоку 

здійснюється пошук максимального потоку в почат-

ковій та зменшеній мережі; 

– в модулі статистичної обробки даних здійс-

нюється обчислення кількості дуг у графі та метри-

ки розподілу ступенів; 

– в модулі пошуку вузьких місць здійснюєть-

ся пошук вузьких місць в початковій та зменшеній 

мережі. 

Алгоритм експерименту пошуку вузьких місць 

в початковій та зменшеній мережі полягає у наступ-

ному: 

– генерація мережі, що містить вузли 

n1,n2,…,nm, здійснюється в модулі генератора про-

грамної платформи; 
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– зменшення розмірності мережі здійснюється 

в модулі агрегації програмної платформи; 

– пошук вузьких місць в початковій та зменше-

ній мережі здійснюється в модулі пошуку вузьких 

місць програмної платформи. 

Пошук вузьких місць в мережі складається з 

наступних етапів: 

– обчислення пропускної здатності вузлів Xi 

наступним чином: на основі графу складається сис-

тема лінійних рівнянь, здійснюється вирішення сис-

теми лінійних рівнянь; 

– обчислення коефіцієнтів використання вузлів 

по формулі (3). 

Результат експерименту. Початкова мережа мі-

стить 30 вузлів.  

Результат розрахунків коефіцієнтів викорис-

тання вузла в початковій мережі представлений на 

рис. 2. 

 

Рис. 2. Результат розрахунків  

коефіцієнтів використання вузла в початковій мережі 

 

У даному прикладі на початковій мережі вузли 

n11 та n5 мають найвищі значення коефіцієнту вико-

ристання вузла. 

Мережа містить 15 вузлів після здійснення 

зменшення її розмірності.  

Результат розрахунків коефіцієнтів викорис-

тання вузла в зменшеній мережі представлений на 

рис. 3. 
 

 
Рис. 3. Результат розрахунків коефіцієнтів  

використання вузла в зменшеній мережі 

 

У даному прикладі на зменшеній мережі вузли 

n6 та n3 мають найвищі значення коефіцієнту вико-

ристання вузла. 

Підсистема n6 містить вузол n11 початкової ме-

режі, підсистема n3 містить вузол n5 початкової ме-

режі, які є вузькими місцями в початковому графі. 

Час пошуку вузьких місць на початковій мере-

жі – 20 мс, час пошуку вузьких місць в зменшеній 

мережі – 0,78 мс. Час пошуку вузьких місць в поча-

тковій та зменшеній мережі для декількох прикладів 

продемонстровано на рис. 4. 

 
Рис. 4. Час пошуку вузьких місць в початковій та зменшеній мережі 

 

Отже, в результаті зменшення розмірності ме-

режі на продемонстрованих прикладах зберігається 

розташування вузьких місць в мережі, та час пошу-

ку вузьких місць в мережі зменшується. Таким чи-

ном, можна зробити висновок, що в результаті зме-

ншення розмірності мережі є підвищення ефектив-

ності обчислювальних ресурсів. 

У мережах масового обслуговування метрики 

продуктивності представляють інтерес лише для 

невеликої кількості вузлів у мережі, інші вузли 

представляють інтерес у тій мірі, в якій вони впли-

вають на показники продуктивності в основних вуз-

лах [10]. У роботі автори розділяють мережу на дві 

підмережі: перша містить основні вузли, що пред-

ставляють інтерес, друга містить інші вузли. При 

такому розділенні мережі на підмережі визначення 

розташування вузьких місць може бути корисним 

для аналізу мережі. Це може допомогти визначити, 

чи є вузькі місця в підсистемі, яка містить вузли, що 

представляють інтерес. 

Висновки 

У роботі було здійснено дослідження методу 

пошуку вузьких місць у складних мережах. Також 

був здійснений пошук вузьких місць у початковій та 

зменшеній мережі, було здійснено вимірювання ча-

су вирішення задачі та була здійснена перевірка 

збереження розташування вузьких місць у зменше-

ній мережі. 

На розглянутих прикладах час пошуку вузьких 

місць зменшився, та розташування вузьких місць 

зберіглось у зменшеній мережі.  

Таким чином, можна зробити висновок, що в 

результаті зменшення розмірності мережі є підви-

щення ефективності обчислювальних ресурсів. По-

дальша робота полягає у вирішені наступних задач: 
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дослідження пошуку вузьких місць для мереж із 

більшою кількістю вершин, дослідження інших за-

дач для аналізу складних мереж з метою підвищення 

ефективності обчислювальних ресурсів. 
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Method for finding bottlenecks in complex networks to increase efficiency of computing resources 

Olha Ponomarenko, Valeriy Gorbachev 

Abstract .  In complex networks, there is a problem of finding bottlenecks. There are many areas of application for the 

bottleneck detection problem, for example, algorithms for detecting communities, understanding group formation, and reducing 

congestion in transport networks. The goal of the work is to study the bottlenecks search method for complex networks. The 

relevance of the work lies in the fact that the bottlenecks searching is a wide problem for complex networks. The following tasks 

were solved in the work: research of methods for finding bottlenecks in the network; searching for bottlenecks in the initial and 

reduced network; measurement of the time to solve the problem; verification of the preservation of the bottleneck location after 

network reduction. As a result of the work, methods for finding bottlenecks in the network were investigated; searching for bot-

tlenecks in the initial and reduced network was carried out; measurement of the time to solve the problem was carried out, and 

verification of the preservation of the location of bottlenecks on the reduced network was carried out. The studies allow us to 

conclude: searching for bottlenecks was carried out on the initial and reduced network; in the considered examples the time for 

bottlenecks searching was decreased, and the location of bottlenecks was preserved on the reduced network. Thus, as a result of 

the reduction of the network, the efficiency of computing resources is increased. 

Key words:  method; model; computer network; structure; bottlenecks; flow. 
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