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НОВИЙ ПІДХІД ДО УПОРЯДКУВАННЯ ПЕРЕСТАНОВОК ЗА ЗНАЧЕННЯМИ ЦІЛЬОВОЇ ФУНКЦІЇ ПРИ РОЗВ’ЯЗАННІ ЗАДАЧ ЛІНІЙНОЇ  КОМБІНАТОРНОЇ ОПТИМІЗАЦІЇ

Розглядається задача оптимізації лінійної функції з лінійними обмеженнями на множині переставлень. Розроблено новий алгоритм генерації переставлень упорядкованих за значеннями цільової функції. Наведено приклади.

Комбінаторна оптимізація, переставний многогранник, множина переставлень, лінійна функція.

Вступ
При розв’язуванні багатьох наукових та прикладних задач досить часто виникають задачі комбінаторної оптимізації. Серед яких значне місце займають задачі на переставних множинах. Досить відомими є задачі про комівояжера, про призначення, задача автоматизованого проектування друкованих плат, балансування деталей, що обертаються, задачі розміщення прямокутників та інші. Широке застосування комбінаторні оптимізаційні методи знаходять в геометричному проектуванні.
Існування значної кількості оптимізаційних задач на переставленнях вимагає вивчення властивостей комбінаторних оптимізаційних моделей і розробки ефективних методів та алгоритмів оптимізації, які дозволяли б розв’язувати  як окремі задачі, так і цілі їх класи є актуальної проблемою.
Одним із підходів до розв’язання задач комбінаторної оптимізації є генерація упорядкованих комбінаторних конфігурацій. В [1] запропоновано алгоритм котрий генерує елементи комбінаторних множин, упорядковуванні за значенням цільової функції. Його основними недоліком є не можливість його застосування до задач великих вимірностей. 
Метою даної роботи є розробка нового алгоритму генерації переставлень, упорядкованих за значеннями цільової функції.
Постановка задачі
Сформулюємо задачу комбінаторної оптимізації на множині переставлень наступним чином:
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  – множина переставлень перших 
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 натуральних чисел, елементи якої розглядаються як точки простору 

. Переставним многогранником 
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 називається опукла оболонка множини 
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 [2]. При цьому множина 
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 співпадає з множиною вершин переставного многогранника 
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Розв’язком задачі (1) – (4) є переставлення 
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, котре задовольняє всім обмеженням і при якому цільова функція приймає мінімальне значення.

Існує декілька підходів до розв’язання задачі (1) – (4). Зокрема в [1] запропоновано алгоритм, що дозволяє генерувати елементи множини 
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 упорядковані за зростанням значень цільової функції (1).
Результат роботи алгоритму – множина переставлень:
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для якої виконується умова:
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де 
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Починаючи з переставлення в якому цільова функція приймає мінімальне значення, на кожній ітерації алгоритм дозволяє отримати переставлення значення функції в якому не менше, тобто для якого виконується умова (7). Перевагою даного підходу є можливість виходу з алгоритму при знаходженні розв’язку, що задовольняє умовам задачі (1) – (4). Але основними недоліком є генерація послідовності переставлень (6), починаючи лише з переставлення в якому цільова функція приймає найменше значення, що відповідно не дозволяє застосовувати даний алгоритму при розв’язанні задач великих вимірностей.
 Тому завданням даної роботи є розробка нового алгоритму котрий був би позбавлений вказаних недоліків.

Алгоритм генерації перестановок упорядкованих за значенням цільової функції

Розв’язком задачі комбінаторної оптимізації (1) – (4) може бути один із 
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  варіантів. Для великих значень 
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 QUOTE 
  розглянути всі можливі варіанти не можливо. Тому побудуємо алгоритм котрий генерує переставлення групами, переставлення в яких упорядковані за значенням цільової функції.

Оскільки множина 
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  співпадає з множиною вершин переставного многогранника 
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 , то замість переставлень далі будемо розглядати вершини многогранника. Нехай мінімальне значення цільова функція приймає в вершині 
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 . Вершини, що знаходяться на віддалі 
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 ребер від початкової вершини позначимо 
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  і цільової функції 
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 завжди виконується умова:
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для 
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 кількість вершин відповідних множин, що визначаються 
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  коефіцієнтом твірної функції:
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Віддаль між будь-якими вершинами 
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 многогранника 
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  дорівнює числу інверсій у другому рядку підстановки 
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 , яка одержується з підстановки 
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 таким упорядкування її стовпців, при якому перший рядок утворює переставлення 
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 . Оскільки вершина 
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  не має інверсій, то вершини, що лежить на віддалі 
[image: image68.wmf]k

ребер матимуть відповідно 
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 інверсій. Суміжні вершини для  
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  будуємо шляхом транспозиції  елементів  
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 . До того ж кількість інверсій збільшиться, якщо 
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 , тобто має місце прямий порядок слідування елементів, в іншому випадку коли 
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навпаки отримаємо переставлення з кількістю інверсій на одиницю менше [3].


Тому для знаходження всіх вершини переставного многогранника, що входять до групи вершин 
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, тобто вершини котрі лежать на віддалі 

 ребер від початкової вершини 
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  виконаємо такі дії:
1.1 Етап 1. Будуємо одне переставлення з 
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 елементів з 
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  інверсіями:

1.2  У якості поточного розглядаємо переставлення 
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1.3  В поточному переставленні знаходимо першу пару елементів, що задовольняє умовам 
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1.4  Одержуємо нове переставлення 
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  шляхом транспозиції елементів 
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1.5  В якості поточного розглядаємо переставлення 
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  отримане на попередньому кроці.

1.6  Повторюємо кроки 1.2 – 1.4 рівно 
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 разів.


Етап 2. Знаходимо всі переставлення з 
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  елементів з 
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  інверсіями:

2.1  Додаємо отримане на попередньому етапі переставлення в кінець черги та до множини переставлень з 
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 елементів з  
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  інверсіями.

2.2  В якості поточного розглядаємо перше переставлення із черги 
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2.3  Для нього знаходимо всі суміжні переставлення з 
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  інверсіями (нові переставлення отримуємо шляхом транспозиції елементів 
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2.4  Для кожного переставлення отриманого на попередньому кроці знаходимо всі суміжні з 
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2.5  Отримані переставлення з 
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  інверсіями перевіряємо на унікальність (знайдене поточне не перевіряємо зрозуміло, що воно вже не унікальне), якщо переставлення знайдене вперше додаємо його в кінець черги та у відсортовану в лексикографічному порядку множину переставлень з 
[image: image127.wmf]n

   QUOTE 
  елементів з 
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  інверсіями.
2.6  Видаляємо поточне переставлення із черги.
2.7  Доки в черзі залишається хоча б одне переставлення  повторюємо кроки 2.1 – 2.6.
2.8  Додаємо до черги останнє переставлення, що розглядалось.

2.9  Доки в черзі залишається хоча б один елемент повторюємо кроки 2.1 – 2.6, але спочатку знаходимо для поточного переставлення всі суміжні переставлення з 
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  інверсіями, а потім для кожного  із них – з 
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Етап 3. Визначаємо всі вершини переставного многогранника, котрі знаходяться на віддалі  
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 від переставлення 
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3.1  Довільному переставленню з 
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 елементів з 
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  інверсіями, що відповідає деякій вершині переставного многогранника, ставимо у відповідність переставлення 
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3.2  Нове переставлення отримуємо, замінивши елементи переставлення 
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де 
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  – вершина, що лежить на віддалі 
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  ребер від вершини 
[image: image151.wmf])

,...,

2

,

1

(

n

 QUOTE 
 , а 
[image: image153.wmf](

)

*

*

2

*

1

,...,

,

n

a

a

a

  QUOTE 
 – від довільної вершини 
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3.3  Повторюємо кроки 3.1 – 3.2 для всіх вершин отриманих на попередньому етапі.

Після виконання 3 етапів отримуємо групу вершин 

. Сортуємо за значенням цільової функції.

В результаті маємо множину переставлень упорядкованих за значенням цільової функції. Всі можливі переставлення розбиті на групи, кількість переставлень в кожній групі визначаються 
[image: image158.wmf]им
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  коефіцієнтом твірної функції (9), алгоритм дозволяє згенерувати довільну групу вершин, що дає широкі можливості для застосування даного методу при розв’язанні лінійних комбінаторних задач з лінійними обмеженнями.
Приклади
1. Результат генерації переставлень із множини 
[image: image160.wmf](

)

4

4

J

E

 QUOTE 
 , упорядкованих за зростанням значень цільової функції 
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  наведено в таблиці 1.
Таблиця 1
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	1
	1 2 3 4
	70.6
	0

	

	2
	2 1 3 4
	71.2
	1

	3
	1 2 4 3
	71.65
	

	4
	1 3 2 4
	72
	

	

	5
	2 1 4 3
	72.25
	2

	6
	3 1 2 4
	73.2
	

	7
	2 3 1 4
	74
	

	8
	1 3 4 2
	74.1
	

	9
	1 4 2 3
	74.45
	

	

	10
	3 2 1 4
	74.6
	3

	11
	3 1 4 2
	75.3
	

	12
	1 4 3 2
	75.5
	

	13
	4 1 2 3
	76.25
	

	14
	2 4 1 3
	76.45
	

	15
	2 3 4 1
	77.15
	

	

	16
	4 1 3 2
	77.3
	4

	17
	4 2 1 3
	77.65
	

	18
	3 2 4 1
	77.75
	

	19
	2 4 3 1
	78.55
	

	20
	3 4 1 2
	79.5
	

	

	21
	4 2 3 1
	79.75
	5

	22
	4 3 1 2
	80.1
	

	23
	3 4 2 1
	80.55
	

	

	24
	4 3 2 1
	81.15
	6


2. Час генерації та кількість елементів груп переставлень із множини 
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 , упорядкованих за спаданням значень цільової функції для:
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     наведено в таблиці 2.
Таблиця 2
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	0
	1
	< 1

	1
	21
	< 1

	2
	230
	< 1

	3
	1 749
	< 1

	4
	10 373
	< 1

	5
	51 107
	1

	6
	217 602
	7

	7
	822 504
	34

	8
	2 814 141
	144

	9
	8 843 868
	545

	

	221
	8 843 868
	545

	223
	2 814 504
	144

	224
	822 504
	34

	225
	217 602
	7
1

	226
	51 107
	1


	227
	10 373
	< 1

	228
	1 749
	< 1

	229
	230
	< 1

	230
	21
	< 1

	231
	1
	< 1



Алгоритм запропонований в [1] дозволяє згенерувати за 1 хвилину лише 15000 перших переставлень із 
[image: image174.wmf]!

22

 варіантів. Запропонований в даній роботі новий алгоритм дозволяє отримати за 1 хвилину 1000000 варіантів для розгляду, також відсутнє обмеження на генерацію вершини починаючи лише з переставлення, для якого значення цільової функції мінімальне.
Висновки

Розроблено новий алгоритму генерації переставлень, упорядкованих за значеннями цільової функції, котрий дозволяє отримувати набори переставлень для розгляду при розв’язанні комбінаторних задач.

Проведені експерименти показують, що навіть на великих розмінностях можна генерувати велику кількість упорядкованих переставлень, за прийнятний час. Приблизно за 12 хвилин вдалося отримати 12 761 596 переставлень, упорядкованих за зростанням цільової функції, тобто для генерації 1 000 000 переставлень було витрачено менше хвилини. 

Також можна генерувати не всі вершини, а лише деяку фіксовану їх кількість. Після упорядкування за значенням цільової функції отримаємо послідовність вершин котра репрезентує повну послідовність котру не можливо згенерувати для великих значень [image: image176.png]


.


Даний алгоритм можна застосовувати для розв’язання широкого спектру задач лінійної комбінаторної оптимізації та для великих розмірностей.
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