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Вступ
За останній час було опубліковано багато статей та робіт, що стосуються розвитку евклідової комбінаторної оптимізації. Це означає, що ці дослідження є важливими в наш час для вирішення практичних задач . На сьогодні немалий інтерес представляють задачі на полікомбінаторних множинах, було досліджено властивості відповідних множин, їх опуклих оболонок. В даній області досягнень в дослідженні таких задач здобули: О.О. Ємець, Н.Г. Романова, Ю.Г. Стоян, О.В. Роскладка та інші.
В роботі [1] зазначено, що сучасним напрямком теорії оптимізації є дослідження й розв’язання задач на евклідових комбінаторних множинах і при цьому важливо знати властивості комбінаторних множин, які є областями допустимих розв’язків задач та опуклих оболонок цих множин, тобто відповідних комбінаторних многогранників.  
Використовуватимемо термінологію із [1]. 
Нехай X – скінченна комбінаторна множина, а  x – її довільний елемент 
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 кількість елементів в X,   – заданий функціонал. Тоді основною задачею комбінаторної оптимізації називають задачу знаходження екстремуму та екстремалі:
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Розв’язком задачі (1–2) є пара  
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. Обидві задачі можуть ставитися незалежно одна від одної, тоді під розв’язком задачі (1) розуміють  
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. Основною задачею мінімізації на комбінаторній множині X називають задачу знаходження 


,
а основною задачею максимізації – відповідно, задачу визначення 
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Множину перших n натуральних чисел позначимо через  
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 , вважатимемо також, що , тобто   та 
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Під мультимножиною розумітимемо сукупність 
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 елементів 
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, серед яких є однакові. Мультимножина, всі елементи якої різні, є множиною. Будь-яка мультимножина  А  може бути представлена її основою  S(A) – кортежем всіх її різних елементів, і первинною специфікацією [A] – кортежем кратності 
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 елементів a основи мультимножини.  Дії над мультимножинами розглянуті у   [2, 3]. 
У [1] наведено таке визначення  суми мультимножин:
Нехай  A – мультимножина з основою  S(A) = (d, v, p, … ) і первинною специфікацією 
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, а  B  – мультимножина  з основою  S(B) = (d, v, p, … ) і первинною специфікацією  
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, і т.д. Тоді під сумою  A+B мультимножин A і B розглядають мультимножину з основою 
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 і первинною специфікацією:
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Оскільки, згідно визначення, основа  S(A) мультимножини  А  це кортеж всіх її різних елементів, то, на нашу думку, некоректно вважати, що елементи основи можуть мати кратність рівну нулю. 

У зв’язку з цим пропонуємо дещо інше формулювання визначення суми мультимножин.
Нехай  A – мультимножина з основою  S(A) = (а1, а2, а3, …) і первинною специфікацією 
[image: image37.wmf][A]

, а  B  – мультимножина  з основою  S(B)=(b1, b2, b3, … ) і первинною специфікацією  
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. Тоді сумою  A+B мультимножин A і B є мультимножина з основою 
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. Кратності елементів  первинної специфікації суми мультимножин визначаються так:
для елементів, які не входять в перетин множин 
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 кратності залишаються такими ж , як, відповідно, в первинних специфікаціях [A] та [В];
для елементів, які входять в перетин множин  
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 кратність кожного елемента дорівнює сумі кратностей в первинних специфікаціях [A] та [В].
Приклад. Нехай 
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. [A] = (3.1.2.4), [В] =(2.2.1.3). Тоді
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[A+В] =(5, 1, 4, 1, 7).
Розглянемо наступне визначення, наведене на сторінках 10-11 [1]. 
Мультимножина [image: image47.wmf]()()
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 B  з основою S(B)  називається підмультимножиною мультимножини 
A з основою S(A), якщо ,[image: image51.wmf]()()
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  виконується нерівність  і для кожного елемента , де  [image: image55.wmf]Ì
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 – кратність елемента a в мультимножині  A. Позначається це тим же знаком , що і для множин, тобто 
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. Назвемо  k-елементну підмультимножину  B мультимножини  A  k-вибіркою, тобто  B – k-вибірка, якщо 
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 означає кількість елементів скінченої множини B.
Не можемо погодитися з наведеним визначенням, оскільки, з одного боку, говориться, що B мультимножина, котра має k елементів взятих з мультимножини  A, а з іншого боку, що B – k-вибірка, якщо 
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 означає кількість елементів скінченої множини B. (Нагадаємо, що раніше було наведено таке визначення мультимножини: “Під мультимножиною розумітимемо сукупність 
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 елементів 
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На нашу думку тут слід вважати, що  
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 означає кількість елементів скінченої мультимножини B.
Далі на сторінці 11 [1] читаємо:
Нехай  
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, первинною специфікацією 
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(вважаємо, що 
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Із викладеного та попередніх визначень не зрозуміло, чому  “вважаємо, що 
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” і чому із того, що за визначенням основи мультимножини 
[image: image87.wmf]ij

ee

¹

, 
[image: image88.wmf]ij

"¹

,   
[image: image89.wmf],

n

ijJ

Î

, випливає нерівність  
[image: image90.wmf]nk

h

£

”. Для з’ясування цього питання розглянемо такий приклад.  
Нехай є мультимножина 
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 неможна вважити правильною.
Наведемо визначимо поняття  евклідової комбінаторної множини [1].
Розглянемо впорядковану  k-вибірку із мультимножини G:
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Вибірки 
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 вигляду (3) вважаються різними, якщо 
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  відрізняються або складом, або порядком елементів, що їх утворюють, або і складом, і порядком. 
Визначення 1. Множина E, елементами якої є різні впорядковані k-вибірки вигляду (3) із мультимножини G, називають евклідовою комбінаторною множиною (коротко – e-комбінаторною множиною, або e-множиною).
Розглянемо поліпереставну множину (із k дійсних чисел, серед яких n різні), яка є комбінаторною множиною [3]. Здійснимо впорядковане розбиття множини 
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– мультимножина пронумерованих дійсних чисел 
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(4)
називають поліпереставною множиною з повтореннями, або загальною поліпереставною множиною, а її елементи – поліпереставленнями з повтореннями.

При розв’язанні задач на поліпереставних множинах, як і при розв’язанні інших задач, виникає питання часової складності даної задачі. Отже, виникає необхідність знаходження кількості різних елементів поліпереставної множини 
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Із визначення поліпереставної  множини випливає, що множина 
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. Враховуючи, що кількість елементів множини Н, згідно її визначення, дорівнює  
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Теорема. Кількість різних елементів 
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Приклад.
Нехай маємо мультимножину 
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Отже,  
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Кількість різних елементів даної поліпереставної множини  дорівнює
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Множина H має вигляд
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За допомогою множини H утворимо множину поліпереставлень
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Висновок. В даній роботі уточнено поняття суми мультимножин, викладено деякі властивості підмультимножин та множини поліпереставлень.  
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