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ОПТИМАЛЬНИЙ ПАРАМЕТРИЧНИЙ СИНТЕЗ СТОХАСТИЧНИХ СИСТЕМ 

УПРАВЛІННЯ КІНЦЕВИМ ПОЛОЖЕННЯМ 
 

Анотація.  Предметом досліджень статті є лінійні стохастичні динамічні системи управління кінцевим положенням. 

Метою роботи є синтез ефективних чисельних алгоритмів машинно-го проектування лінійних стохастичних динаміч-

них систем управління кінцевим положенням. Завдання дослідження полягають у побудові алгоритмів синтезу, засно-

ваних на застосуванні методу інверсійно-сполучених систем, а також на зниженні розмірності простору параметрів, що 

оптимізуються. Застосовувані методи: інверсійно-сполучені системи для формування критерію якості, методи зни-

ження розмірності простору параметрів, що оптимізуються на підставі спектрального аналізу матриці кривизни. Отри-

мані результати: пошук оптимальних параметрів у запропонованому підпросторі може здійснюватися всіма методами 

першого або другого порядку з використанням спроектованих матриць. При досягненні в підпросторі точки мінімуму 

критерію у ній обчислюються градієнт та кривизна і на підставі спектрального аналізу будується новий підпростір за-

пропонованого типу з наступним повтором процесу оптимізації. Запропонована стратегія пошуку скорочує кількість 

кроків оптимізації. Практична значущість роботи полягає у тому, що з використанням матриць сполучених змінних 

отримані ефективні способи обчислення градієнта та кривизни критерію оптимізації. Оскільки час обчислення градіє-

нта за запропонованими залежностями в основному визначається часом інтегрування рівнянь для сполучених матриць, 

то воно приблизно дорівнює часу інтегрування рівнянь для визначення фундаментальної матриці та дисперсії. 
 

Ключові  слова:  чисельний алгоритм; машинне проектування; лінійна стохастична динамічна система; простір 

параметрів, оптимізація. 
 

Вступ 

Сучасна інтенсифікація виробничих процесів у 

всіх галузях призвела до синтезу різноманітних сис-

тем управління, які функціонують на технологічному 

рівні управління виробництвом та систем управління 

різними об’єктами.  

Одним з основних компонентів названих систем 

управління є програми, в яких реалізується алгоритм 

управління, тобто. визначаються реакції системи на 

зовнішні впливи з урахуванням змінних внутрішніх 

станів самої системи, що у результаті можна назвати 

поведінкою системи управління.  

Автори робіт [6 – 10] зазначають, що в проекту-

ванні систем управління, які вирішують однотипні 

завдання, доцільно використовувати еквівалентні ме-

тоди, тобто застосовувати компонентний підхід у 

проектуванні, при якому повторно використову-

ються вже створені та апробовані практикою компо-

ненти системи керування. 

Сам процес автоматизації виробництв сьогодні 

характеризується появою великої кількості інтелек-

туальних механізмів автоматики. Це зумовлено тим, 

що посилюються вимоги до об’єму, швидкості та на-

дійності передачі даних, тому питання забезпечення 

комунікацій виходять на перший план [4]. При цьому 

слід враховувати, що побудова автоматизованих сис-

тем управління має обов’язково враховувати необ-

хідність здешевлення та спрощення технологічних 

процесів [1 – 14]. 

Окрім того, у техніці регулювання особливе мі-

сце займають системи управління кінцевим положен-

ням. Зазвичай такі системи можуть бути описані лі-

нійними диференціальними рівняннями, коефіцієнти 

яких залежать від часу t  та моменту ft  закінчення 

процесу. Прикладом таких систем можуть бути сис-

теми, які наведені у роботі [4]. 

Їх відмінною особливістю є наявність коефіціє-

нтів виду ( )fа t t− . При ft t→  система прямує до де-

якого кінцевого стану, який визначає результат уп-

равління. 

Мета роботи – синтез ефективних чисельних 

алгоритмів машинного проектування лінійних стоха-

стичних динамічних систем управління кінцевим по-

ложенням.  

Завдання дослідження полягають у побудові 

алгоритмів синтезу, заснованих на застосуванні ме-

тоду інверсійно-сполучених систем, а також на зни-

женні розмірності простору параметрів, що оптимі-

зуються. 

Формування задачі  

з мінімізацією критерію якості 

Нехай система управління кінцевим положен-

ням описується лінійним рівнянням: 

 ( ) ( ) ,f fx A t t x B t t w= − + −  (1) 

де ( )fA t t− , ( )fB t t−  – матриці системи з коефіцієн-

тами, що залежать від ft  і t , а також від r  парамет-

рів ih , 1,i r= ;  

w  – центрований білий шум інтенсивності 

( );fV t t−  0 0( )x t x=  – випадковий вектор із середнім 

значенням 0m  та матрицею дисперсій 0С . 

Завдання полягає в такому виборі параметрів, 

щоб надати мінімум критерію якості: 
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Тут ( )R t  – симетрична n n  матриця других по-

чаткових моментів, що задовольняє рівнянню виду: 
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f f
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T
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R t C m m
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 (3) 

де  ( )f fC t  – вагова матриця;  

M  – знак математичного сподівання;  

tr  – знак сліду матриці;  

T  – знак транспонування;  

n  – порядок системи. 

Застосування методу інверсійно-сполучених 

систем для формування критерію якості 

Оцінка інтегралу при обчисленні критерію ви-

разу (2) вимагає багаторазового прорахунку матрич-

ного рівняння (3) для різних ft . Хоча, з урахуванням 

симетрії матриці ( )R t  порядок рівняння (3) дорівнює 

( 1) / 2,n n +  безпосередній підрахунок критерію з 

прийнятною точністю потребує надмірно великої кі-

лькості обчислень.  

Нижче описано підхід, що дозволяє вирішити 

задачу за прийнятний машинний час. 

Матриця дисперсій за нульових початкових 

умов визначається інтегралом виду: 
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де ( , )fФ t t  – фундаментальна матриця системи (2), 

яка задовольняє рівняння: 
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Введемо інверсійно-сполучену систему, тобто 

позначимо ft t = −  – час до кінця процесу управ-

ління; тоді: 
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Або, позначивши ( , ) ( )f fФ t t   − = , отримаємо 

таке: 

 
( )

( ) ( ),
d

A
d

 
  


=  (0) 1 = , max 0[0, ]ft t  − .  (5) 

Таким чином, фундаментальна матриця системи 

(1), якщо її перший аргумент дорівнює ft , не зале-

жить від ft  і залежить тільки від часу  до кінця про-

цесу. Матриця дисперсій визначається інтегралом: 
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або може бути отримана як розв’язок диференціаль-

ного рівняння виду: 
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Введемо позначення 0ft t − = , тоді: 
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Розглянемо обчислення вектору математичного 

сподівання ( )m t  для кінцевого моменту ft . Оскільки 

математичне сподівання описується однорідним рів-

нянням виду (1), то виконуючи заміну змінних, отри-

маємо: 
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Отже, підрахунок математичного сподівання в 

кінцевий момент часу можна виконувати одночасно 

з інтегруванням системи (5) та (6) з інтегральним 

критерієм: 
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Представлення  

виробничого критерію 

з використанням сполучених змінних 

Ефективні методи параметричної оптимізації, 

що належать до групи методів другого порядку, ви-

магають для свого застосування градієнт та матрицю 

кривизни критерію: 
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Отримаємо рівняння для похідних, диференцію-

ючи критерій J  в (7) за параметрами: 
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Для уникнення r -кратного інтегрування рів-

нянь для i , iС  введемо сполучені матриці F  і Н  

та розглянемо тотожності: 
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Додаючи їх до виразу iJ  в (8) та враховуючи що  

 (0) 0i =  і (0) 0iC = ,   

отримаємо похідну iJ  яка вже не містить i  та iC : 
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Як видно з отриманих рівнянь, матриці сполуче-

них змінних задовольняють неоднорідним рівняння, 

що розв’язуються у зворотному часі з нульовими по-

чатковими умовами. При виконанні обчислень еле-

менти матриці   необхідно зберігати, оскільки рів-

няння для   має розв’язуватися у прямому часі. 

Отримаємо вирази для похідних критерію ikJ , 

диференціюючи співвідношення (8): 
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Для уникнення інтегрування рівнянь для ik  і 

ikC  знову введемо сполучені матриці F  і H  та роз-

глянемо тотожності: 
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Додаючи ці тотожності до виразу ikJ  та врахо-

вуючи, що  

 (0) (0) 0ik ikC = = ,   

можна отримати похідну ikJ , котра не містить змін-

них ik  і ikC : 
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а сполучені матриці F  і H  задовольняють рівнян-

ням, аналогічним (10). 

Таким чином, з використанням матриць сполу-

чених змінних отримані ефективні способи обчис-

лення градієнта та кривизни критерію (10), (11). Оскі-

льки час обчислення градієнта за виразами (10) в ос-

новному визначається часом інтегрування рівнянь 

для F  і H , то воно приблизно дорівнює часу інтег-

рування рівнянь для визначення фундаментальної 

матриці   та дисперсії С .  

Для обчислення матриці кривизни необхідно ін-

тегрувати r  пар рівнянь для i  і iC , а рівняння для 

сполучених змінних зберігаються. 

Зниження розмірності простору параметрів, 

що оптимізуються на підставі спектрального 

аналізу матриці кривизни 

Серйозною перешкодою на шляху застосування 

відомих методів пошуку мінімуму є яружний харак-

тер поверхонь рівня критерію у просторі оптимізова-

них параметрів.  

Пошукові алгоритми змушені робити більшу кі-

лькість кроків для досягнення мінімуму, що призво-

дить до втрати ефективності пошуку [7].  

Для подолання цієї перешкоди у черговій k -то-

чці простору параметрів формується підпростір мен-

шої розмірності, що відповідає нижній точці повер-

хонь рівня.  

Цей підпростір визначається перетином гіперп-

лощин, які перпендикулярні власним векторам i  

матриці кривизни kG , що відповідають домінуючим 

власним числам i , 1,i l= , l r : 

 Dx E= , (12) 
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де D l r−   – матриця, елементи і -го рядка якої є 

компонентами добутку 
T

i kG ; E  – l -вектор з ком-

понентами виду – 
T

i kn g . 

Підпростір (12) розташовується у напрямі най-

більшої витягнутості поверхонь рівня критерію, і по-

шук мінімуму доцільно проводити саме у цьому під-

просторі. 

Вектор-градієнт kg  та матрицю кривизни kG  в 

черговій точці необхідно спроектувати на підпростір 

(12): 

 
;

,

T

z k

T

z k

g Z g

G Z G

=

=
 (13) 

де Z  – матриця, що складається з векторів базису пі-

дпростору (12). 

В якості цієї матриці можна взяти r l−  останніх 

стовпців матриці Q  в LQ -факторизації матриці D : 

( 0)DQ L= , 

де L  – нижня трикутна l l - матриця. Вихідна точка
*x  початку оптимізації в підпросторі (12) може бути 

представлена проекцією точки kx : 

 

* *

*

;

,

y

y

x Yx

Lx E

=

=
  

де Y  – матриця, котра складена з l  перших стовпців 

матриці Q .  

Діагоналізація та виділення власних векторів 

матриці kG  можуть бути виконані з застосуванням 

стандартних процедур типу алгоритму власних зна-

чень Якобі, а LQ -факторизація – застосуванням пе-

ретворення Хаусхолдера. 

Висновки 

Пошук у підпросторі (12) може здійснюватися 

всіма методами першого або другого порядку з вико-

ристанням спроектованих матриць (13).  

При досягненні в підпросторі (12) точки міні-

муму критерію J  у ній знову обчислюються градієнт 

та кривизна і на підставі спектрального аналізу буду-

ється новий підпростір типу (12); процес оптимізації 

повторюється.  

Запропонована стратегія пошуку скорочує кіль-

кість кроків оптимізації. Такий підхід до формування 

критерію та обчислення його похідних особливо ефе-

ктивний у разі, коли матриця ( )f fC t  сильно розрі-

джена, тобто критерій залежить від однієї або кількох 

координат вектору стану системи (1).  

Наприклад, якщо  

 1( ) { ( ),0...,0}f f fC t diag a t= ,   

рівняння (7) потрібно розв’язувати лише для пер-

шого рядка матриці  , а система рівнянь для диспе-

рсії має перший порядок. Тому загальний порядок 

системи (7) дорівнює 1n + . Якщо критерій залежить 

від двох компонентів х , то загальний порядок вже 

дорівнює 2 3n +  і так далі. Якщо критерій залежить 

від малої кількості компонентів, можливе застосу-

вання даного підходу і при нульових початкових 

умовах для матриці дисперсій. 

У показниках якості системи часто потрібно 

враховувати інтеграл від траєкторії математичних 

сподівань процесу за часом від 0t  до ft . У рамках за-

пропонованого підходу цю вимогу можна задоволь-

нити лише за лінійної залежності підінтегрального 

виразу від математичних сподівань: ( )T

iC m t  ( iC -ва-

говий вектор). 

Додаючи до системи (1) рівняння
T

iy C x= , змі-

нюючи відповідним чином матриці А  і fС , ціною 

деякого підвищення порядку можна враховувати ін-

тегральні обмеження на траєкторії. 

У аналізованому підході є можливість компен-

сації впливу будь-якого параметра  , що приймає 

від реалізації до реалізації різні значення з певного 

інтервалу 1 2[ , ]  . Для цього необхідно мінімізувати 

за параметрами інтегральний критерій  

 
2

1

( )

a

a

J J d  =  ,   

де J  – критерій виду (2).  

Градієнт та матриця кривизни цього критерію за 

параметрами ih , 1,i r=  обчислюються як інтеграл 

від градієнта та кривизни 

 

2

1

2

1

( ) ;

( ) .

a

i i

a

a

aik ik

a

J J d

J J d

  

 

=

=





  

Для оцінки інтегралів у цих виразах потрібен 

прорахунок критерію, градієнта та кривизни у кіль-

кох точках інтервалу 1 2[ , ]  . 

Перспективи дослідження можуть бути 

пов’язані із подальшим аналізом поведінки системи з 

урахуванням окремих методів оптимізації. 
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Optimal parametric synthesis  

of stochastic end position control systems 
 

Yevhen Kalinin, Vitalii Tkachov, Dmytro Lysytsia, Alina Rybalchenko 
 

Abstract .  The subject of research in the article is linear stochastic dynamic control systems for the final position. The 

goal of the work is to synthesize efficient numerical algorithms for machine design of linear stochastic dynamic systems for 

controlling the final position. The objectives of the study are to build synthesis algorithms based on the application of the 

method of inversion-conjugate systems, as well as to reduce the dimension of the space of optimized parameters. Applied 

methods: inversion-conjugate systems for the formation of a quality criterion, methods for reducing the dimension of the space 

of optimized parameters based on the spectral analysis of the curvature matrix. The obtained results: the search for optimal 

parameters in the proposed sub-space can be carried out by all methods of the first or second order using the designed matrices. 

When the minimum point of the criterion is reached in the subspace, the gradient and curvature are calculated in it and, base d 

on the spectral analysis, a new subspace of the proposed type is constructed, followed by repetition of the optimization process. 

The proposed search strategy reduces the number of optimization steps. The practical significance of the work lies in the fact 

that using matrices of conjugate variables, effective methods for calculating the gradient and curvature of the optimization 

criterion are obtained. Since the time for calculating the gradient according to the proposed dependencies is mainly determin ed 

by the time of integrating the equations for conjugate matrices, it is approximately equal to the time of integrating the equations 

for determining the fundamental matrix and variance. 
 

Keywords:  numerical algorithm; machine design; linear stochastic dynamical system; parameter space, optimization. 
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