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Анотація .  Розглянуті питання розроблення оптимізаційної математичної моделі електропотяга з електроприво-

дом постійного струму з послідовним збудженням та її реалізації в пакеті МАТLAB з метою побудови системи ке-

рування на основі методу принципу максимуму. Проведено огляд літературних джерел на задану тематику та аналіз 

існуючих підходів до розв’язання задач моделювання складних електромеханічних систем та синтезу систем керу-

вання у даній галузі, зокрема систем керування, які забезпечують мінімізацію енергетичних затрат. Побудовані ма-

тематичні моделі досліджуваних об’єктів керування, проведене моделювання їхнього функціонування в залежності 

від рівня завантаженності. Отримані аналітичні співвідношення, які можуть бути використані для розробки струк-

тури САК електроприводу електропотягу і розрахунку його параметрів при заданому критерію якості. Проведені 

дослідження оптимізаційної моделі підтверджують її працездатність та її ефективність для розробки систем керу-

вання при заданому критерії якості і ступені завантаженості. 
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Вступ 

Розвиток промислових центрів, зосередження на-

селення навколо великих міст викликають збільшення 

потреби в приміських перевезеннях. Тривалий досвід 

експлуатації показав, що найбільш ефективним і еко-

номічним видом транспорту в приміському сполу-

ченні є електропотяги, що виконують більш 3/4 усіх 

пасажирських приміських перевезень. Одним із пер-

шочергових завдань, які стоять перед розробниками 

перспективних систем керування тягових електропри-

водів – це питання  енергозбереження [1]. Основним 

напрямком вирішення проблеми енергозбереження на 

електричному транспорті є зменшення втрат у системі 

керування тяговим електроприводом: двигун-керую-

чий пристрій. В певній мірі ефективність електропотя-

гів залежить від їх системи керування, бажано оптима-

льним чином. Процеси у цій системі досить складні. Їх 

оптимізація потребує глибокого теоретичного ви-

вчення. Найбільш перспективним методом вивчення є 

моделювання. Як один із засобів моделювання  вико-

ристовується пакет програмного середовища 

МАТLAB. Для розроблення оптимальних систем ке-

рування можуть бути використані сучасні методи си-

нтезу. Завдання синтезу системи керування тяговим 

електроприводом постійного струму є складовою час-

тиною загального завдання створення оптимальної си-

стеми керування транспортними засобами, що забез-

печує виконання графіка руху у відповідності зада-

ному критерію якості. Останніми роками вирішення 

цих завдань пропонується виконувати з використан-

ням сучасних комп’ютерних технологій, в основу яких 

покладено методи математичного моделювання, ана-

лізу і синтезу складних технічних систем. Тому розро-

бка оптимальних систем керування та моделей для їх 

дослідження є актуальною задачею. 

Постановка задачі і аналіз відомих 

публікацій. На сьогоднішній день наряду з частот-

ним способом керування електроприводом змінного 

струму значна увага приділяється розробкам оптима-

льних систем керування електроприводів постійного 

струму [1]. Рішення задачі розроблення оптимальної 

системи керування електроприводом постійного  

струму в першу чергу пов’язане зі створенням нелі-

нійних математичних моделей з врахуванням особ-

ливостей використання того чи іншого методу син-

тезу управлінь, критеріїв оцінки якості функціону-

вання системи керування, проведенням комплексних 

досліджень динаміки електромеханічної системи 

електроприводу. Для рішення завдань оптимального 

керування присвячено значне число публікацій [1 – 

12], де для синтезу використовується математичне 

моделювання [3, 4], сучасні методи теорії автоматич-

ного керування та оптимізації [8], комп’ютерні тех-

нології. В [4] пропонується ряд методів синтезу уп-

равлінь та математичні моделі електроприводу пос-

тійного струму, які можуть бути використані при ро-

зробці систем керування з урахуванням вибраного 

критерію оптимальності. Як правило, задовільний ре-

зультат отримується при синтезі оптимальних систем 

керування для об’єктів, які описуються системою ди-

ференційних рівнянь не вище третього порядку [1]. 

Для систем вищих порядків, а також нелінійних мо-

делей, можливо використовувати комбінований ме-

тод знаходження управлінь. Він зводиться до насту-

пного [7]. На першому етапі з використанням спро-

щеної моделі електроприводу знаходиться загальний 

вид управлінь. На другому – задаються закони мож-

ливих управлінь та в процесі дослідження уточня-

ються їх види та параметри системи керування за до-

помогою повної математичної моделі. 

Метою роботи є створення математичної мо-

делі системи оптимального керування електропри-

вода постійного струму електропотяга за допомогою 

принципу максимуму з використанням пакета мате-

матичного моделювання MATLAB, яка забезпечу-

вала б економію енергетичних витрат. 

Основна частина 

За базову модель використана система керу-

вання електропривода на основі введення в коло жи-

влення електродвигунів електропотягу додаткового 

резистора, величина опору якого може змінюватися 

дискретно. Для цього використовується спеціальна 
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система управління, яка забезпечує підключення від-

повідної ланки додаткового резистора згідно зада-

ного алгоритму. Вхідною інформацією для форму-

вання сигналу управління згідно алгоритму є струм 

навантаження та швидкість руху електропотяга.  

Математична модель електропотягу представ-

лена сукупністю моделей електропривода, яка скла-

дається з послідовно з’єднаних чотирьох тягових еле-

ктродвигунів (ТЕД) постійного струму з послідовним 

збудженням і моделі формування швидкості потяга. 

Структурна схема електроприводу представлена у 

виді еквівалентної схеми на рис. 1, де ПU  – джерело 

постійної напруги; ЯЕ  – електрорушійна сила якоря; 

ЯL , ЯR  – відповідно величина індуктивності й 

опору якірного кола; ВL , ВR  – відповідно величина 

індуктивності й опору кола збудження; ДR  – додат-

ковий резистор; ШR  – резистор шунта. 

Відповідно до структурної схеми (рис. 1), схема 

моделі у вигляді передавальних функцій приведена  

на рис. 2, яка легко реалізується за допомогою паке-

тів моделювання безперервних систем таких, напри-

клад, як MATLAB. 

 
Рис. 1. Еквівалентна схема електроприводу 

 
 

Рис. 2. Структурна схема математичної моделі ТЕД 

 

Параметри моделі визначаються такими співвід-

ношеннями: 

'
3 EK K C= ; 1 1/ ЯK R= ; 1 /Я ЯT L R= ; 

2 1/ ВK R= ; 2 /В ВT L R= . 

Величина опору шунта розраховується, вихо-

дячи з заданого коефіцієнта ослаблення поля (%): 

( )% 100 %Ш ВR R=  −  . 

Величина ДR  визначається позицією резистив-

ного контролера. Відповідно до структурної схеми, 

приведеної на рис. 2, математична модель електроп-

ривода може бути представлена рівняннями виду: 

 ( ) ( )1 1 ;LЯ n ВДi U E U T p= − −  +  (1) 

 ( )2 2 1 ;LВ Вi U K T p= +  (2)
 

Крім того: 

;ВД В RДU U U= + ;В Ш ШU R i=  ;RД Ш LВi i i= +

;RД Д RДU R i= ;Ш LЯ LВi i i= − E ДE C n=  , 

де ЕC  – постійна величина; 
'К  − нелінійний коефі-

цієнт пропорційності кривої намагнічування 

/ ( )LЯE n f i W= ; W – число витків обмотки збуд-

ження; n – обороти двигуна; ДФ  – потік двигуна; 

НК  – нелінійний коефіцієнт підсилення, обумовле-

ний із кривої намагнічування ( )Н LЯК f i W= .
 

У випадку лінійної апроксимації НК  визнача-

ється як: 

1/ ( / ) / ( )Н Е LЯK С Е n i W= . 

Конкретні значення /E n  і LЯi  вибираються з 

кривої намагнічування. 

Оберти двигуна (n) можуть бути знайдені з рів-

няння руху 

( )Д K Д HJ d dt M M= − , 

де ДJ   − момент інерції; К  – кутова швидкість обе-

ртання; НМ  – момент навантаження. 

Запис в операторної формі рівняння визначення 

кутової швидкості має вид: 

( )( )1 .K Д Д HJ M M p= −  

Тоді: 

 ( ) ( ) ,Д H Дn M M p= −   (3) 

де 2Д ДJ=  . 
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Математична модель потяга, що складається з 

моторного і причіпного вагонів, представляється у 

вигляді ланок, які оисуються передатними функці-

ями. Потяг заміняється еквівалентною масою. 

Сила опору руху: 

0 ,C CF W P=  

де 0W  – питомий опір руху; CP  – вага потяга. 

Момент навантаження, приведений до колісної 

пари, з урахуванням ухилу шляху, визначається спів-

відношенням: 

( )29.8 1.1 0.012 0.000247 1000,CM Rmi V V= + +   (4) 

де i – величина ухилу (для горизонтальної площадки 

i = 1); m – маса потяга (кг); V – швидкість потяга 

(км/год). 

Рівняння руху потяга, при заміні його еквівале-

нтною масою, описується вираженням вигляду: 

( ) ,T CJ d dt M M= −  

де J – момент інерції еквівалентної маси приведеної 

до колісної пари; ТМ  – тяговий момент електропри-

воду потяга. 

Рівняння руху потяга представляється у виді 

ланки інтегруючого типу: 

 ( )( ) ,З T CK p M M= −  (5) 

де 3 1/К J= , 4T ДM M=  .  

Математична модель електропотягу, представ-

лена рівняннями (1)-(5). 

Вихідні дані для проведення досліджень  приве-

дені в табл. 1. 

 
Таблиця 1. ̶ Вихідні дані 

Rя ,(Ом) Rв ,(Ом) Се См 

0,032 
0,1194 

0,165 
300 47,75 

µ Rк ,(Ом) ЯL ,(Гн) ВL ,(Гн) 

3,41 

3,47 
0,475 2,510-3 2,3810-3 

 

Структурна схема математичної моделі електро-

поїзда є основою для розробки моделі об’єкта дослі-

дження, необхідної при визначенні рівнянь відпо-

відно до принципу максимуму. Оскільки шляхом 

зміни значень додаткового резистора дR  керування 

здійснюється до певної швидкості (60 км/год.), а на-

далі керування розгоном – за рахунок ослаблення 

поля шляхом зміни значень резистора шунта ШR , то 

модель для визначення керувань можемо розглядати 

як дві математичні моделі: одну до моменту ослаб-

лення поля, а іншу з урахуванням ослаблення поля. 

Математична модель із урахуванням ослаблення 

поля залишається без змін. Структурна схема моделі 

до моменту включення дії ослаблення поля наведена 

на рис. 3, де: пU – напруга живлення; 1 2,U U  – по- 

точне значення напруг, що залежить від режимів ро-

боти (навантаження) електропривода й значення керу-

ючого впливу RдU ; 1i  – струм якірного кола електро-

двигуна; 1K , 1T  – відповідно коефіцієнти підсилення 

й постійна часу, що визначаються параметрами елект-

родвигуна; дR  – додатковий резистор, що формує зна-

чення керуючого впливу RдU ; 1E  – поточне значення 

ЕРС електродвигуна; n  – оберти двигуна; eC  – пос-

тійна величина; 2K  - коефіцієнт, обумовлений із кри-

вої намагнічування; W  – число ампервитків. 
 

- -

X

11

1

+PT

K
дR

RдU

1i1UпU

E

eC 2K W

n

2U

  
Рис. 3. Структурна схема моделі електропривода  

без урахування режиму ослаблення поля 

 

В моделі, наведеної на рис. 3, крива намагнічу-

вання реалізується на основі лінійної апроксимації. 

При цьому на кривій намагнічування обрана характе-

рна точка, що відповідає значенню 8000 ампервитків, 

що відповідає струму якоря, рівному 186 А при W = 

43 витка. Відповідно до таких допущень магнітний 

потік дФ  визначається так: 

1 1
1 1

д
ee

EФ i W b
n CC

=  =    , 

де E
n

 –значення, що визначається із кривої намаг-

нічування. 

1
50 0,006

8000
b = = . 

За умови, що 300eC = , 43W = , магнітний по-

тік визначається як: 

1д 2Ф b i=  , 

де 2 0,0086b = . 

Величина E  визначається відповідно до рів-

няння: 

 1 1 3 1
1

e e
e

E C nФ С nWb i b i n
C

= = = ,  (6) 

де 3 0,258b = . 

Струм 1i , відповідно до структурної схеми мо-

делі, визначається диференціальним рівнянням пер-

шого порядку: 

 1
1

1

1 1
( ( ))n Rд

di
i U E U

dt T L
= −  +  − + + ,  (7) 
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де 1
LT

R
=  – постійна часу; 4( )b ЯL L L= +  – еквіва-

лентна індуктивність кола; b ЯR R R= +  – опір ланок 

обмоток збудження і якірної. 

Для даного типу електропривода 0,13T =  (сек), 

L 0,019= (мГн). 

Значення Е, що входить у рівняння (7), визнача-

ється рівнянням (6), де величина n  (оберти якоря 

двигуна) є невідомою й у загальному випадку зале-

жать від навантаження. 

Для визначення n  використаємо рівняння руху 

електропоїзда (5). Оскільки керування знаходимо в 

інтервалі швидкостей від 0 до 60 км/г, то з (4) у вира-

женні питомого опору руху, обмежимося тільки лі-

нійно частиною, оскільки в цьому діапазоні швидко-

стей квадратична складова не робить істотного 

впливу на динаміку процесу. 

Оберти якоря двигуну n  знаходимо з рівняння: 

 
1

( )
2

T c
dn

M M
dt J

= −


, (8) 

де J – момент інерції електропоїзда, наведений до ко-

лісної пари; TM  – тяговий момент електропоїзда; 

cM  – момент опору руху. 

З урахуванням лінійної апроксимації величини 

удільного опору, момент опору cM  на підставі рів-

няння (4) визначається рівнянням: 

 4 5CM b b n= + , (9) 

де 4b , 5b  - постійні коефіцієнти: 

4 1056,4b = ; 5 33,5b = . 

Тяговий момент TM  електропоїзда визнача-

ється співвідношенням: 

 
2

6 1TM b i= ,  (10) 

де 6b  – постійний коефіцієнт: 6 0,555b = .  

З урахуванням рівнянь (9) і (10) оберти якоря 

двигуна визначаються співвідношенням: 

 2
7 1 8 9

dn
b i b n b

dt
= − − , (11) 

де 7b , 8b , 9b  – коефіцієнти, обумовлені масою елек-

тропоїзда.  

При загальній масі електропоїзда, рівної 206320 

кг. коефіцієнти 7b – 9b  мають наступні значення: 

7 0,0000066b = ; 0,000388b = ; 9 0,012b = . 

Зі схеми моделі електропривода можемо скла-

сти рівняння: 

1 3
Li

L L n Rд

di
a b ni i R E U

dt
+ + + = − . 

Звідки: 

 ( )3
1

1L
L L n Rд

di
b ni i R E U

dt a
= − −  + − . (12) 

Маємо першу систему рівнянь, що буде реалізо-

вана в моделі: 

 
1 2 3 4

2
10 11 12.

L
L L Rд

L

di
c ni c i c c U ;

dt

dn
b i b n b

dt


= − − + −


 = − − −


 (13 ) 

Подальші перетворення для отримання оптимі-

заційної моделі здійснюємо відповідно до вимог 

принципу максимуму. Енергетичні затрати, що пот-

ребують мінімізації, представляються функціоналом 

вигляду: 

 

60
2

0

RдJ KU dt min= → . (14) 

Граничні значення обертів n  і току Li  відомі: 

0 0n( ) = ; 60 18,5n( ) = ; 0 0Li ( ) = ; 60 150Li ( ) = ; 

Згідно теореми принципу максимуму складаємо 

допоміжну функцію H (рівняння Гамільтоніана). 

 

2
0 1 1 2 3

2
4 10 11 12

Rд L

Rд 2 L

H (KU ) ( с n c i c

c U ) (b i b n b ).

= + − − + −

− + − −

 


 (15) 

Для знаходження керування з умови екстремума 

(мінімума функціонала (14)), знаходимо частинну 

похідну від функції H по RдU  й прирівнюємо її до 

нуля. 

0 4 12 0Rд
Rд

H
KU с

U


= − =


  . 

В результаті  управління має вид: 

 1

02

4
Rд

c
U

K
=




. (16) 

Для систем з максимальною швидкодією 

0 1= − . Таким чином управління визначається як: 

 1

2

4
Rд

c
U

K
= −


. (17) 

Рівняння для 1  й 2  отримаємо, знайшовши 

часткові похідні H  по Li  й n : 

 1
1 1 1 2 2 102 L

L

d H
c n c b i

dt i


= − = + −




   , (18) 

 1
1 1 2 11L

d H
c i b

dt n


= − = +




  . (19) 

В результаті маємо другу систему рівнянь: 

 

1
1 1 2 1 10 2

2
1 1 11 2

2 L

L

d
c n c b i

dt

d
c i b

dt


= + −


 = +



  


 

  (20) 

Системи рівнянь (13) і (20) визначають оптимі-

заційну математичну модель. Схема моделі, з ураху-

ванням її реалізації  в пакеті МАТLAB, представлена 

на рис. 4. 
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Рис. 4. Функціональна схема оптимізаційної моделі 

 

Для дослідження електропривода потяга в за-

мкнутій системі керування особлива увага приділя-

ється розробленій моделі  блоку додаткового  резис-

тора. Суть розроблення полягає в наступному. Керу-

вання розгоном (набором швидкості) електропотяга 

здійснюється за рахунок зменшення опору дR , тобто 

відключення ступеней реостатного резистора (зна-

чення ступеней реостатного резистора фіксовані). 

Моменти переключення реостатного резистора з од-

нієї ступені на іншу визначають темп розгону елект-

ропотяга. Перші дві ступені відключаються у визна-

чені моменти часу, інші ступені керуються струмом 

якоря iя. Зі збільшенням швидкості руху V, зростає 

швидкість обертання якоря двигуна (n). Отже, збіль-

шується значення E (тобто ЕРС).  

При постійному значенні RдU  – струм у колі 

буде зменшуватися зі збільшенням n.  

Оскільки активні опори  обмоток яL  і ВL  в по-

рівнянні з дR - малі ( яL  ВL   0,03 Ом, дR =10 Ом), 

то у сталому режимі Lяi  буде визначатися величи-

ною напруги 2U  ( 2 RдU U E U= − − ) і  опором резис-

тора дR . 

Підтримка стабільного струму в колі, значення 

якого отримуємо в процесі оптимізації, досягається 

шляхом регулювання дR , тобто зі збільшенням  обе-

ртів якоря двигуна n дискретно зменшувати значення 

величини опору дR . дR  можна представити як:  

дR = R1 + R2 + R3 +… . В моделі дR  виступає як кое-

фіцієнт підсилення, тобто до д дU i R= .  

На рис. 5 зображена схема реалізації додатко-

вого резистора дR . Тут ключі Кл1, Кл2 замикаються за 

часом (через 2 сек), а ключі Кл3 – Кл13. – при досяг-

ненні визначеного порога напруги в процесі оптимі-

зації.  

На рис. 6 зображена схема керування першим 

ключем, К1 – задає темп наростання сигналу.  
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Рис. 5. Схема реалізації додаткового резистора дR  

 

 
Рис. 6. Схема керування ключем 

 

На рис. 7 – 9 приведені характерні процеси  

електромеханічної системи потяга в процесі роз-

гону до заданої швидкості з урахуванням заванта-

женості. 

За допомогою оптимізаційної моделі (рис. 4) в 

процесі досліджень, шляхом підбору начальних зна-

чень 1  і 2  для одержання залежності RдU  від 

часу за умови мінімізації функціонала (14), фізично 

– мінімуму енергетичних витрат, визначені зна-

чення оптимальних порогів переключення елемен-

тів додаткового резистора за умови заданого вибору 

числа переключень і рівня завантаженості потяга. 

 

 

Рис. 7. Формування струму якірного кола  

при розрахунковій завантаженості (2),  

при збільшенні завантаженості на 20% (3),  

при зменшенні завантаженості на 20% (1) 

 

Рис. 8. Формування швидкісті V(км/год)   

при  розрахунковій завантаженості (2),  

при збільшенні завантаженості на 20% (3),  

при зменшенні завантаженості на 20% (1) 

 

Рис. 9. Формування моменту тяги Mт   

при розрахунковій завантаженості (2),  

при збільшенні завантаженості на 20% (3),  

при зменшенні завантаженості на 20% (1) 

Висновки 

1. На основі аналітичного огляду існуючих су-

часних систем керування електропередачі локомоти-

вів з тяговими електроприводами постійного струму 

запропоновані математичні моделі, які реалізовані у 

вигляді машинної моделі за допомогою пакету 

МАТLAB і проведені дослідження в робочому діапа-

зоні можливих завантажень і межах допустимих змін 

параметрів в процесі розгону електропотяга, пока-

зали перспективність такого підходу при проекту-

ванні оптимальних систем керування.  

2. Визначені параметри системи автоматичного 

керування тягового електроприводу на основі вико-

ристання додаткового резистора кола якірної обмо-

тки, які забезпечують задану якість керування та до-

пустимі межі зміни параметрів САК. 

3. На підставі досліджень в замкнутій системі 

керування, які проведені шляхом моделювання за  
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допомогою пакету MATLAB показано, що структура 

системи керування із значеннями параметрів, що 

пропонуються, задовольняють вимогам щодо забез-

печення якісних показників та працездатності в робо-

чому проміжку швидкостей (в залежності від за-

вдання – номеру позиції контролера машиніста). 

4. Отримана оптимізаційна математична  мо-

дель може бути використана при розробці систем ке-

рування потягів з електроприводом постійного 

струму з послідовним збудженням як за умови забез-

печення мінімуму енергетичних затрат в процесі ро-

згону, так і за умови використання інших критеріїв 

якості.  

5. Запропонована модель адекватно відображує 

динаміку електропотягу в процесі розгону в залежно-

сті від рівня завантаженості і може бути використана 

для дослідження його електромеханічних підсистем 

з метою уточнення параметрів систем керування. 

6. Для дослідження динаміки електропотягу у 

межах роботи на пускових позиціях резистивного  

контролера, може бути використана запропонована 

спрощена (лінійна) математична модель. 

7. Запропонована математична модель може 

бути використана для проведення досліджень як еле-

ктропотягу в цілому, так і окремих його підсистем з 

метою розробки оптимальних систем керування, осо-

бливо в перехідних режимах. 

8. Розроблені моделі можуть бути використані 

для синтезу управлінь електроприводом електропо-

тягу як при використанні додаткового резистора так 

і при використанні широтно-імпульсного регулятора 

або управлінням напруги живлення. 

9. Оптимізаційна модель дає змогу отримати за-

кон зміни значення додаткового резистору за умови 

мінімізації енергетичних затрат при різних заванта-

женнях і забезпеченні рівнів обмежень. 
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Optimization model of the electric train with the electric drive of dc 

M. Zapolovsky, I. Zykov, M. Mezentsev, V. Noskov 

Abstract .  The issues of development of the optimization mathematical model of the electric train with the electric drive 

of a direct current with consecutive excitation and realization in the MATLAB package for the purpose of construction of a control 

system on the basis of a method of the principle of a maximum are considered. A review of the literature on the topic and analysis 

of existing approaches to solving problems of modeling complex electromechanical systems and the synthesis of control systems 

in this area, in particular control systems that minimize energy costs. Mathematical models of the studied control objects are con-

structed, modeling of their functioning depending on the level of loading is carried out. Analytical relations are obtained, which 

can be used to develop the SAR structure of the electric drive of the electric train and calculate its parameters with a given quality 

criterion. The conducted researches of the optimization model confirm its operability and its efficiency at development of control 

systems at the set criterion of quality and degree of loading. 

Key words:  optimization mathematical model, DC electric drive, control system, maximum principle, minimization of 

energy costs. 
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